AMPLIACION DE MATEMATICAS
INTRODUCCION

Método Constructivo: Conjunto de instrucciones que per-
miten calcular la solucién de un problema, bien en un nimero
finito de pasos, bien en un proceso de paso al limite.

Ejemplos:
e Algoritmo de Euclides para el calculo del maximo comun
divisor de dos enteros positivos.

e Resolucién de un sistema lineal de n ecuaciones con n incog-
nitas.

e En el ano 250 a.c., Arquimedes realizé una estimacién del
numero m como sigue: Tomoé una circunferencia de didmetro
1 y por tanto la longitud de la misma es .

Al considerar varios poligonos regulares inscritos resulta:

perimetro del cuadrado < 7w
perimetro del octégono < 7
perimetro del 16—gono < 7

perimetro del 96—gono < 7

Realizando lo mismo para los poligonos circunscritos, prob6 que

223 22
3.1408 ... = — — =3.1428 . ...
71 <7< -



De una manera precisa, puede demostrarse que el perimetro
de un poligono regular de 2™ lados inscrito en una circunferencia
de didmetro unidad, p,,, viene dado por la féormula

2
Py = 2" 2<1—\/1—(§—Z) ) p2 = 2V2.

Ademas se tiene que lim,,_, o p, = 7.

Pero en este proceso, cuando paramos la iteracion?.

. lim
En general dada una sucesion convergente {z, },>0 con oo T
= x*, los criterios normalmente utilizados para detener la ite-

racion son:

|Zpnt1 — zn] < TOL, ERROR ABSOLUTO,

o1 = Tnl < TOL, ERROR RELATIVO, z, £0, ¥n,

Tnp1 — Tl TOL ERROR MIXTO,
maX{L ‘xn‘}

donde TOL es la tolerancia exigida. Si x, 11 y =, tienen d cifras
significativas iguales, entonces el error relativo en x,, es aproxi-
madamente TOL=10"¢.



METODO NUMERICO o ALGORITMO: Cuando las ins-
trucciones son realizables mediante un numero finito de ope-
raciones aritméticas y légicas, su descripcion estd detallada y
sin ambigiiedades.

Nota: No incluye pasos al limite, pero puede repetirse un
bloque de sentencias un numero arbitrario de veces. Esto
permite obtener, si no la solucién exacta, si una aproxi-
macién con la precisién requerida.

CALCULO NUMERICO: Es la rama de las matemadticas que
estudia y analiza los métodos constructivos que puedan imple-
mentarse “racionalmente” en un ordenador.

La aparicion de los ordenadores revolucioné la matematica
constructiva, permitiendo realizar en segundos los calculos que
antes llevaban mucho tiempo o eran impensables.



FUENTES DE ERROR
Las fuentes de error méas usuales son:

Errores de Hardware: usuales al principio de la aparicion
de los ordenadores e incluso hoy (error del Pentium).
Errores de programacion:

Errores experimentales: Errores en los datos iniciales.
Errores en la construcciéon del modelo matematico:
Errores de discretizacion: Por ejemplo, al aproximar la
derivada de f(x), f'(z) por el cociente incremental

Errores de redondeo: En aritmética de coma flotante,
la mayoria de los nimeros no pueden representarse exacta-
mente. Este error se llama de redondeo. Cuando un pro-
blema tenga la desafortunada caracteristica que pequenos
errores, como los de redondeo, provocan grandes cambios en
la, solucién se dird que el problema es inestable o que esta
mal condicionado.



INTRODUCCION
RESOLUCION DE SISTEMAS LINEALES
PROBLEMA Resolver el sistema lineal

Az =b Ae R"", z, be R".

METODOS

e Directos: Se obtiene la solucidén exacta en un numero finito
de operaciones (aritmética exacta).

e Iterativos: Se obtiene una sucesiéon de vectores que con-
verge a la solucién del sistema.

EFECTIVIDAD DEL METODO

e Coste computacional: Numero de operaciones aritméti-
cas empleadas.

e Estabilidad: Propagacién de los errores.

TIPOS DE PROBLEMAS

e Matrices “pequenas” y llenas:
— Meétodos directos.
— Meétodos iterativos.

e Matrices “grandes” y huecas:
— Métodos iterativos.
— Otro tipo de métodos.

TIPOS DE ERRORES.
e Errores en los datos del problema.
e Errores de redondeo.

e Errores de convergencia.



A continuacién vamos a ver algunos ejemplos de matrices de
distintos tamanos relacionadas con la Quimica.

Ejemplo: Dada la siguiente reaccion quimica
aCus S+bHT +¢NO3~ =dCu*T +eNO+ fSs+ gHy O

el objetivo es construir las ecuaciones que nos den la conservacién
de cada elemento y de la carga ()

e Cu:=2%a=4d
o S:=a=8*

e H:=Db =2%

e N:=c=c¢e

e O:=3% =e+g
e Q :=b—c=2*%d

2 0 0 -1 0 0 o-ﬁ 8
100 0 0 =8 0], X
001 0 0 0 0 =2/|5_1|,
00 1 0 -1 0 0 0
00 3 0 -1 0 -1 ? 0
01 -1 -2 0 0 0

| g |0 ]



Ejemplo: La teoria molecular de Huckel (HMO) da una aproxi-
macion sencilla a la estructura electronica de las moléculas, es
decir

1) Los valores propios aproximan al espectro de energia
2) Los vectores propios aproximan los estados

El HMO para el butadieno puede representarse por la sigui-
ente matriz

"a b 0 07
) ) b a b 0
matrizButadieno := 0 b a b
0 0 b al

de manera andloga, el HMO para el naftaleno se representa por

a 0O 0 O O O O b b 07
0O a b 00 0 0 0 b O

0 b abd 000000

0O 0 b a b 00000

| 0 00 b a 0 0 0 0 b
matrizNaftaleno := 00 0 0 0 a b 0 0 b
000 0 0 b a b 00

b 0 0 0O0O O b a 0 O

b b 000000 a b

00 0O Ob b 0 0 b al



Ejemplo: En cuanto a matrices de mayor dimension, tenemos el
siguiente dibujo que muestra una matriz hueca llamada west0479,
que describe las conexiones en un modelo de una columna de
difraccion en una planta quimica.

50

100y 1

150y 1

200

2501 1

300} .

350} y

400

4501 i

0 100 200 300 400
nz = 1888



METODOS DIRECTOS

REGLA DE CRAMER

Dado el sistema lineal Az = b, con det(A) # 0, la solucién
viene dada por

_ Dblazl- - Jan| i Jas| aalag| ... b

‘A’ y L2 ‘A‘ 7---73371— ‘A’ I

donde a; representa la i—ésima columna de la matriz A.

Coste Computacional:

n!(n — 1) productos

n + 1 determinantes
n! — 1 sumas

n divisiones

El total de operaciones es = n!(n? +n) — 1. Si n = 10 hay que
hacer del orden de 4 x 10® operaciones.

Este método es valido para sistemas de dimensiéon baja, y
es el que estd implementado en los manipuladores algebraicos
usuales para (n < 4).



SISTEMAS TRIANGULARES

Considerar el sistema lineal (a;; # 0):

a11°1 + a12%2 + ... + a1nTn = b1,

a22T2 + ... + a2pTy = ba,

AnnTn = bna

El algoritmo de resolucion es bastante simple y viene dado
por

xn:bn/ann
Para 71=n—1,n—-2,...,1

T; = (bv; — > it az’ji’fj) ey

Fin ¢

El nimero de operaciones es:
* Sumas y productos S 1" > i—iy1 L=n(n—1)/2.

* Divisiones n.

Nota: Normalmente interesa solamente calcular la potencia ma-
yor de n. Por tanto

n? ,
Coste total ~ -5 operaclones.
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Eliminacion Gaussiana.

Genéricamente, el proceso de eliminacién Gaussiana consiste
en pasar de la matriz original A a otra triangular superior U

realizando operaciones elementales por filas.

Las operaciones que pueden efectuarse son:

1) La i—ésima fila puede multiplicarse por una constante no

nula « y sumarla a la j—ésima fila.
(Fj + afFy) — (F).
2) La i—ésima fila puede permutarse por la j—ésima fila.
(Fi) — (F}).

1‘1—|—2332—|—3333 =6
Ejemplo: Para el sistema { 201 +x9 = 3 , tenemos
31 — 3x9 + 223 = 2

12 3[6] op i)y [L 2 3| 6
5 1 0|3 0 -3 —6| —9
3 _3 9|lo| (BAFE)=(F) | g 7] 6
1 2 31| 6 1 2 31 6
0 -3 —6| -9 |(-3F+F)—(F) |0 -3 —6| -9
0 -9 —7| —16 0 0 11| 11

1, -3, 11 son los pivotes de la eliminacién.

En el caso de que un pivote sea nulo, es preciso un intercam-

bio de filas.
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Las operaciones elementales anteriores pueden describirse en
forma matricial de una manera sencilla:

1)

1

O =

J

matriz identidad con las filas ¢ y j permutadas.
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El procedimiento es como sigue:
Partiendo de A = A calcular A®) a partir de A%~1  donde
AF) 65 de la forma:

- (K k k k) 7
0 a3y ays’ ... ... as,
o 0 . ;
AR) —
. . k, l{:
RO
0 0 aq(,s;) ag%)_

En la etapa final, A=Y = U, matriz triangular superior.

El paso de A®=1) — A®) puede escribirse

AR — pp®) k=D p oy,

donde
-1 i}
e
1 ik = T(k—1)
(k) _
M —lpt1r 1 T ik
. 1=k+1,...,n
| _ln k 1_

A los elementos [;; se les llama multiplicadores de la eliminacion.

Para la inversa de la matriz M (%) se cambian de signo a los
multiplicadores.
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1 2 3
Para el ejemplo anterior A® = |2 1 0/,
3 —3 2
1 0 0] 1 2 3
21 0|2 1 o0 12 3
AW =1|_3 ¢ 1| |3 —3 2|=1]0 -3 -6
R JR St VR IY) BT R ) [
M@ A(0)
1 0 o0][1 2 3
0 1 o0]]o =3 —6 12 3
AP =19 _3 1| |0 =9 —7|=|0 =3 6|=U
R N . L lo o0 11 :
M@ AD)

En este caso

Mmpwmﬂ:MmAm:mm:a

y asi
1 1
A:MN@ MN@ U=LU.
Notar que
. [1 00 Lt oo
pﬂﬂ — 12 1 of, Mﬂq — 10 1 0
3 0 1 0 3 1
y
1 1 1 100
L:@Nﬂ MNW :MNWN@ — 12 1 0
3 3 1
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En general tenemos que

M®=1 prn=2) - pAr() A =,

A=[MO] T M@ MY T U = LU

e Hemos obtenido una factorizacion L U de la matriz A, donde

- 1 -

e Si en alguna etapa de la eliminacién aparece un pivote nulo,
es preciso permutar filas filas para que el nuevo pivote sea
no nulo. Esto se extiende al caso de pivotes muy pequenos
en valor absoluto. En general, en cada etapa del proceso de
eliminacién se toma como pivote el que mayor valor absoluto
tenga. Por ejemplo, si

entonces el primer pivote es nulo y es preciso un intercambio
de filas. La matriz de permutacién que intercambia las filas
primera y tercera es

v

I
_ o O
S = O
o O =
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y entonces a la matriz P A ya se le puede aplicar el proceso

-3
PA =

DN W
O = Ot

2
0
Notar que det(A) = det(L)det(U) = [[;; az(-,?_l), es decir
es el producto de los pivotes.

Para resolver el sistema lineal Axz; = b;, se factoriza pre-
viamente la matriz A = L U, y se resuelven los sistemas
Ly; = b;, Uz; = y;.

Notar que la diagonal de L esta formada por unos. Se puede
fijar el valor de la diagonal de forma arbitraria. Asi

A=LU=(LD)D'U),

siendo D matriz diagonal regular, es decir sin ningun ele-
mento nulo.
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e Si queremos que tanto la diagonal de L como la de U tengan
unos, podemos poner

A =L DU con D = diagonal(u11, . . . , Unn),

siendo u;; los pivotes de la eliminacion y

1 ’U,12/U11 U13/U11 uln/ull_
1 u23/uQ2 U2n/u22
U= 1
L 1 -

Por tanto, si A es simétrica, entonces

U=L" A=LDL" Crout.

e Si ademas, A es simétrica y todos los elementos wu;; > 0
(pivotes de la factorizacion), entonces la matriz se llama
definida positiva. Asi,

A=LDY2DV2LT = (L DY?)(L DV*)T = L LT

que es la factorizacién de Cholesky.
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