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4 Espacios vectoriales
ESPACIO VECTORIAL. SUBESPACIOS VECTORIALES.

Ejercicio 4.1 a) Pruebe que el conjunto E = {f : R — R} es un espacio vectorial
con respecto a la suma y al producto por escalares.

b) Averiagiie cudles de los siguientes son subespacios vectoriales: i) F = {f €
BIf(?) = (f@)?}, i) G = {f € EIf(0) = @)}, iii) H = {f € Ff(2) =
3+ f(=1)}

Ejercicio 4.2 .— ;Cusles de los siguientes subconjuntos de R? sotl subespacios
vectoriales?.
A= {(z1, 22,73, 24)|2, € Z}

B = {(x1, 22,23, 24) |21 = 0V 29°= 0}
C = {(x1, 22, v3, 24) |1 224 = T}

Ejercicio 4.3 .— Determine si los siguientes conjuntos de My (IR)"son subespacios
vectoriales

a b a b
a) A = { b . ,a,b,c € By b)) ¢ =% b a laib € R} , ¢) B =

0 b
(0o ]mrem
Ejercicio 4.4 .— Pruebe que las expresiones:

z1=1—0—m
To=1l+m

con I,m € R Mo constituyen las-ecuaciones de ningtin subespacio de R
SUMA DIRECTA-
Ejercicio 4.5 .— Sean los subespacioside R? :
S1={(0,y,2)|y,z € R},."5 = {(#,0,2)|z,z € R}, S3={(2,0,0)|]z € R}
a) Compruebe que 57 + Sy # S USS, .
b) Compruebé que la suma S} 4752 no es directa.

¢) Pruébe que R* = S; @ Ss .

Ejercicio 4.6 .— Pruebe que R" es la suma directa de los siguientes subespacios:
U={(z1,..,zn)|z1+ ... + 2, =0}, W={(21,....zp)|z1 = ... =2,,}
Ejercicio 4.7 .— Dado el espacio vectorial R? y los subespacios

U=A{(a,b,0)la,b,c e Ra=b=c}, W=A{(0,z,y)lr,y € R}.
Demuestre que: R*=U & W.

BASES, SISTEMAS GENERADORES

Ejercicio 4.8 .— En R? determine, segiin el valor de a € R, el rango de los
siguientes sistemas de vectores:
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a){(a1,1) (1a1),(11a)}
b){(a’ 1,1),(-1,-&,-1),(-1,—1,&)}
Ejercicio 4.9 .— Halle un sistema generador del subespacio S de R? de ecuaciones:

r1=1014+2m—+3n
To=1—m
r3=—l—n

con l,m,n € R. Estudiesi (5,-1,-1) €Sy (0,0,-1)¢€S.
Ejercicio 4.10 .— En el espacio vectorial R3[x] se consideran-los subespacigs:

A= {p()[p(0) =0}, B ={p(x)lp(1) =0}, €= {p(x)lp(-1) =0}
Determine las ecuaciones cartesianas y una base«de cada uno de ellos:

Ejercicio 4.11 .— Sea V el espacio vectorial Rqo[z]. Demuestre’que P = 1 4 =z,
Py = x4+ 22, P3 = 1+ 22 es base de V" Halle las coordenadas respecto de dicha base
de P =3+ 2z + 522

Ejercicio 4.12 .— Demuestre que

_ Z Y
S—{{m—y x+y] tales quez,y € R},

es subespacio de M¢(R)} Halle ura, base de S.

Ejercicio4.13".— En el espaciowectorial R* sé consideran los vectores vy = (—1,4,-1,2),
ve = (5,2, —1,—2), v3 = (5;13,—4,2) y vy =A1373, —2, —6). Pruebe que el subespa-
cio engendrado por-los dos'primeros coincide con el engendrado por los dos ultimos.

Ejercicio 4.14 .— a) Compruebe_que los vectores e; = (1,2, —6), es = (0,5, —1),
es =12, —1,0) forman una base“de R?

b) Pruebe que los vectores-t; = (1,2,1) , vy = (0,3, —1) son linenalmente indepen-
dientes y sustitiyalos eh la base antérior para construir una nueva base.

Ejercicio 4.15".— En el espacio yvectorial R*, halle una base que contenga:
a) al vectorv_(1,2,1,1)
b) a les vectores u; = (1,1,0,2); us = (1,—1,2,0)

Ejercicio 4.16 .— En el espacio vectorial R, [x], se pide:

a) demuestre que el polinomio ™ y sus n primeras derivadas forman una base de
R, [x]

b) estudie si los vectores py (z) = 1+3x+52%, po(z) = —1+22% y p3(z) = 3+3 v+2?
son linealmente independientes.

¢)sean r1(z) = 1+ 22 r(z) =1—2? y Vi =< ri(x),r2(z) >. Sean p(z) =1+ 522,
r(x) = 1 4 z. Pertenecen p(x) y r(x) a V4 7.

d) Sea Vo =< pi(z), p2(x), p3(x) >. Calcule Vi + Vo y Vi NV5.



M. Palacios — Matematicas 11 — Espacios vectoriales 12

SUMA E INTERSECCION DE SUBESPACIOS.
Ejercicio 4.17 .— En el espacio vectorial R* se consideran los subespacios:
S={(x1,...,x4}|x1 — 29 =0, 21, 23,24 € R}, T =< (1,1,2,1),(2,0,—-1,1) > .
Halle bases y dimensiones de S, T, S +T y SNT.
Ejercicio 4.18 .— En M<(R) se consideran los conjuntos

a b a b
Vl—{[a_b a+b]}, %—{[C d]|a—|—b+c+d—0,2a—c—d—0

Pruebe que ambos son subespacios vectoriales t calcule bases de la interseccion y de
la suma.

Ejercicio 4.19 .— En Rgs[x] se considera la base B = {1,z,2? 23}. Dados los
subespacios:

U=<2z+2%z—2%0+2° > W 2wy + 25 =0, 225 — 23 = 0},

VZ{Q:l :07x2:_ﬁ7x32071‘4:a+5}

calcule:
a) UNW; b)) U+W;" c)jison Uy W suplementarios?; d) una base de WNV;
e) ecuaciones cartesianas.de / + V.

Ejercicio 4.20-.— 8ea'S @l subespacio del* engendrado por los vectores: (0,1,
L+1,1); (10,170 )3 (0, -2,+2-1,%21 ); (1, -15 -1, 1) y'sea T el engendrado por
los vectoreg: ( 151, 1 +2i,1);(0, 0,0, 1); (1, 1, "+ 2i, -1 4+ 1 ). Halle bases y
dimensiones de S, T, S & T ST T.

Ejercicio’4.21= Sea S @l subespacio de Q* de ecuacién x; + 2z3 = 0. Halle una
base de’S”y una base de un subespacio siplementario de S respecto de Q*.

Ejercicio 4.22 .— Sea T" ="{p(x) € Qs[z]|p(1) = p(2)}. Pruebe que T es un
subespacio de Q3]z]. Hallé una baseide T y de un subespacio suplementario de T
réspecto de Qs(x].

CAMBIO DE BASE.

Ejercicio 4.23 .— Sea B, =, {uj,us,us} base de R® y a, b y c tres vectores
de”R? cuyas coordenadas con Ttespecto de B, son (1, 0, 1), (2-1, 3), (1, 6, 2),
respectivamente.

a) Demuestre que a, b, ¢ son linealmente independientes.

b) Demuestre que a, b, ¢ constituyen un sistema generador de R?

c) Halle las coordenadas del vector v de coordenadas (1, 8, 4) en la base B, = {a, b, ¢}
con respecto a la base B,,.

Ejercicio 4.24 .— a) Compruebe que las familias siguientes: {1 + z + 22?%,3 —
r,2x+ 2%}, {—1+2zx+2%3—2% 1+ 2+ 22°} son bases de Ry[x].

b) Halle las coordenadas respecto de la segunda base de lospolinomios cuyas coor-
denadas en la primera base son (1, 2, 1), (2, 1, 2).

Realize el ejercicio de dos formas: a) directamente, b) calculando la matriz de cambio
de base y utilizdndola para el cambio de coordenadas.
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Ejercicio 4.25 .— Sea B, = {uj,us, u3,us} una base de un espacio vectorial V
sobre R, y B, = {v1,v9,v3,v4} v By = {wy, we, w3, ws} dos sistemas de vectores
tales que:

V1 = U + 3 Uy wy = 2U1 — 2Ug + Uy
Vo = —u 1+ uy Wy = 2U1 + us + us
1)3:—2U1—U3+2U4 ’ w3:3u1+u3— Uy

Vg = —UL — Uy — U3 + Uy Wy =2 — Uy — Uz + Uy

a) Pruebe que B, y B,, son bases de V.
b) Halle la matriz del cambio de coordenadas de B, a B,

c¢) Halle las coordenadas en B, del vector v cuyas coordenadas respecto de B,, son
(2,1,0,-1).

CUESTIONES

Ejercicio 4.26 .— Sea V un espacio vectorial'sobre K, Uy, Us dos subespacios que
no estan contenidos uno en el otro. Demuestre que existe un vecter en U; + Us que
no pertenece a ninguno de ellos.

Ejercicio 4.27 .— Razone lascerteza o falsedad 'de tas afitmaciones siguientes:

a. Si {ay,as,...,a,} es"una base de un espacio vectorial VinVb € V(b # 0y),
entonces, la familia {@y + b, a3’ + b, ..., a, + b} es fina base de V.

b. Sea V un espaciovectorialide dimension firiitain sobre un‘cuerpo K. Entonces,

V=Kc<uv 3BK <vg> On, &K <wv, 3y {v1,ve4...,v,} es base de V.

c. Sean'S, T, U tres subespacios.distintos de un espacio vectorial V. Entonces,

dim~V =dim S+dim 7' $¥dim U =V =S¢ T e U.

d. Si{vy,vg,...,v,} es una base de'un espacio vectorial V, la familia {uy, ug, ..., u, }
dada por:
Uy =01,U2 = V1 7 V2y ..., Up = V] — VU2 — ... — Up,

es una base de-V.

e. Sea V_un espacio vectorialisobre Ky S = K < {uj,us} >y T = K <
{v3s02} > dos subespacios de V.

SNT = {0y} = {u1,us,v1,v2} es libre.

f. Si {ai1,a9,...,a,} es una familia de vectores de V tal que {a;,a;} es libre -
(1#j,1,7=1,2,....,n), {a,as,...,a,} es libre.

g. Si {u,v,w} es una familia libre de un espacio vectorial V sobre R, la familia
{u+v,v+w,w+ u} es libre.



