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Chapter 9

Normas y métodos iterativos_ de
resolucion de sistemas lineales.

En este capitulo introduciremos los conceptos deshorma matricial, condicionamiento de una
matriz y de convergencia de métodos iteratives'para sistemas de ecuaciones lineales.

9.1 Normas vectoriales y Anatniciales

Recordando las propiedades elementales” de la norma eucidea, podemos dar una definicién
mas general de norma, santowectorial como matricial (€f. [5] Gasca, [3] de la Villa y [1]
Burden-Faires

Definicién 9.1.1 Ung normay, vecterial enun espacio vectorial E sobre R es una apli-
cacion
o2 — RTU{0}

que verifica los axiomas:

1) ||z} =0 <=0

2) [[tawfr= [t] |||

)&+ yl| < |lz|| + ||y|| (desiqualdad triangular)
Al parf(E, || - ]|) se le denomina“espacio’ normado.

En particular, todo espa€io vectorial euclideo es un espacio normado con la norma euclidea

lafl = +voz
Ejemplo 9.#°2 En R",
|z]l1= ]+ o] =D ]
i=1

es una norma denominada norma de la suma o tazi-cab.

Ejemplo 9.1.3 En R",

n

llly = (Ja] + ..+ |22 = (3 fai)'?
1=1

es una norma denominada norma euclidea.



Ejemplo 9.1.4 En R",
|| 2]|oc = max{|z1],..., |zal}

es una norma denominada norma del maximo o de Chebyshev.

Las bolas de centro el origen y radio unidad son, respectivamente, el cuadrado con vértices
en los ejes, el circulo unidad y el cuadrado de lados paralelos a los ejes.

Estas normas definen los mismos conjuntos abiertos y cerrados, es decir, la misma
topologia. Se dice que son normas equivalentes.

Teorema 9.1.5 (Equivalencia de normas vectoriales)
Dos normas vectoriales son equivalentes <= existen «, 3 € R tales que

allz] < |l < A=)}

Las tres normas vectoriales anteriores son equivalentes.

Definicién 9.1.6 Se denomina norma matricial a una aplicacion
|| M Mr(n)— REU{0}

que verifica los ariomas:
1)IAll=0& A=0
2) ||t All = [¢] [|A]]
3) ||A+ B|| < || Al + Bl (desigualdad triangutar)
4) |ABI| < ||A]||BY| (eonsisteneia)

Cuando se utilizap’ normas matrieiales_y*vectoriales corfjuntamente es importante que se
cumpla también:
5) ||A ]| <1|All ||z|}{compatibilidad)

Una forma~de construir normas matriefales compatilbes con normas vectoriales es con-
siderar la norma siguiente:

A
AP sup 1A
2 Tl

Ejercicio 9.1.7 Comprobar que la anterior es realmente una norma matricial.

Definicion 941.8 La norma anterior se denomina norma matricial inducida o subordi-
nada porAdt norma vectorial.

Inducidas por las normas vectoriales habituales son las siguientes:

Ejemplo 9.1.9 .
1) |Ally = maxf_, i, |ai| llamada norma de la suma de columnas

2) ||All2 = +1/p(AT A) llamada norma espectral
8) [|Al|loe = maxi_, 3%, |ai;| llamada norma de Chebyshev

También se pueden definir normar matriciales no inducidas, por ejemplo, ||A|| = tr A.
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Ejercicio 9.1.10 Encontrar norma 1, espectral y de Chebyshev de las matrices siguientes:
1 3 2 0 0 2 10 1 01

A:lo 0], B=|0 2 2|, ¢c=|111]|, D=] 2 21

0 -1 0 0 11 -1 0 0

El radio espectral de una matriz, p(A) no define ninguna norma matricial, ya que, por

ejemplo, con las matrices A = [ (1] g 1 y B = l 8 (1) ] no se cumple la desigualdad trian-

gular. Sin embargo, estd muy cerca de serlo.

Teorema 9.1.11 (c¢f. [1/Burden, [3]de la Villa)
1) p(A) < ||All|, para cualquier norma,
2) Ve > 0, existe una norma inducida tal que ||Al] <p(A) + €

Teorema 9.1.12 (de Banach) cf. [5]Gasca
1) Si I + B es singular = ||B|| > 1
2) Si||B|| < 1= I+ B regular y

1 1
= LA B) S s
1 37| BH 1—1B|
Teorema 9.1.13 Son eguivaléntes las” siguientes afirmagiones:
1) p(A) <1
2) A" — 0

3) ||A|l" — #7222
4) [|A"v|| 7~ 0 Vo

9.1.1 Ejercicios propuestos

Ejerciciog.de Palacios [2]

9.2/ Condicionamtiento

9.2.1 Condicién de un problema

Considérese.vmna aplicacion P : R" /—— R, es decir, el problema de calcular P(x) para los
datos z= (z1,...,x,). ;Cémo influyen las perturbaciones en los datos = sobre el resultado

P(Z)?.

Definicién 9.2.1 Se denomina condicion, k, de un problema P al nimero real mds pequeno

tal que
| — @i [P(&) — P(x)]
— <eps — ——————
P ()|

Se dice que un problema P estd bien condicionado, si k no es muy grande, en caso contrario,
P esta mal condicionado.

< K-eps (9.1)
||
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En esta definicion, eps representa un ntmero pequeno; si eps fuese la precision del or-
denador (por ejemplo, 1079 en simple precisién), #; puede ser considerado como el niimero
de maquina de x;. Téngase en cuenta que el nimero de condiciéon no depende del algoritmo
utilizado para resolver el problema P, sino que depende de los datos x; y del propio problema

P.

Ejemplo 9.2.2 Multiplicacion de dos nimeros reales. Dados x;,1 = 1,2, considérese el
problema de calcular P(xy,x2) = x1 - T3.

Tomando los valores perturbados:
T =m(1+e), &3=mx(l+6) |& <eps

se tiene
2%1 : .fi’g i R )

:(1—|—€1)-(1+€2)—1:€1+€2—|—€1'€2
Ty - T2

Como eps es un nimero pequeno, e - €5 se puede despreciar frente |e;| 4 |es|; por lo tanto,

$1'$2—951'$2|<2 eps
L1 - T2 -

resulta, kK = 2, es degir, wit\problema bien condicionado.

Ejemplo 9.2.3 Substraccion de dos numeros reales. Dados x;,1 = 1,2, considérese el prob-
lema de calgularP(xq, T2) = X1 =9

En forma analoga al anterior se obtiene:

|([i’1—£i'2)—(1'1—l'2)‘:’$1'€1—1’2'€2|<|ZL’1|+|ZL’2|'
Tl — &9 Tl — X2 - ‘l’l—LEQ‘
En consecuencias$i sign x; = — sign o, lo que corresponde a una suma, no a una resta,

se tiene k = 1, es decir, un problema’bien condicionado.

Por el gontrario, si x1 &~ x5, el niimero de condicion resulta muy grande y el problema
muy_mal condicionado. Por ejemplo,

1 2/50
TG =—F, T9=—=—""K~R

=100
51 52 (1/50)2

Si en esta situacién, se realizan las operaciones con 3 cifras exactas (en base 10), se obtiene:
21 =0.196-107%, 25 = 0.192- 10" y &; — & = 0.400 - 1073. Como las dos primeras cifras
de 71 y T9 son las misma, la substraccion las hace desaparecer y solo se conserva una cifra
significativa. Se dice que ha habido pérdida de cifras significativas.
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9.2.2 Condicionamiento de un sistema lineal

Sabemos que el condicionamiento influye en la calidad de la solucién de un problema cualquiera.
En particular, en el problema de hallar la soluciéon de un sistema lineal nos encontramos con
que al comparar el valor exacto del término independiente de un sistema con el calculado
puede haber discrepancias. En concreto, definiendo el vector residual r en la forma

r=>b-—0>,
en donde b es el valor calculado, resulta:

Teorema 9.2.4 Si A es una matriz reqular, se verifica:
1)z ==l < ) A7)

12— 2 el
2) ———— < All|lA -
) A=

Dem.: Comor=b—b=A%— Az = A (T # ), resulta

|12 — x| = [[AZ#) < [Ir]| 1A~
b
Por otro lado, como Az = b, ||z|| > H, luego de Ta-desigualdad anterior resulta
1 [ 13 M
| I o il

De acuerdo con la& definicion 9271, podemos dar-lassiguiente

Definicion 9.2.5 Se-denominaniimeéro de condicidn de una“matriz al nimero
A= [ A A7

Propiedad 9:2.6 1) x(A) > 1
2) k(AN A) ='k(A)
3) k(A™y= k(A)
4) Si Qfes ortogonal, k(Q) =1

Si'k(A) es pequeno, se.dice que la matriz A estd bien condicionada, si es grande que A
esta’ mal condicionada,

Para encontraraina estimacién del ntimero de condicion,
s@ resuelve el siStema Ax = b por eliminacién gaussiana utilizando aritmética de p digitos,
obteniende la solucién 7;
a eentinuacion, se resuelve también con p digitos el sistema Ay = r (que es inmediato, ya
que se tienen en memoria las operaciones de la eliminacién anterior) obteniendo el vector y;
finalmente, se usa la desigualdad de Forsythe y Moler siguiente

[l = 10~ LAl {|]

para estimar el nimero de condicién por la siguiente

K(A) ~ gl 107
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Este procedimiento proporciona buenas estimaciones del nimero de condicién (cf. Burden
y Faires [1]).

En el siguiente teorema veremos la relacion entre las perturbaciones de los elementos del
sistema y el nimero de condicién de la matriz de coeficientes.
Suponiendo que la matriz A del sistema

Axr=b
es regular, el sistema perturbado se puede escribir en la forma
(A+ AA) (z+Azx) =b+ Ab (9.2)

Propiedad 9.2.7 5i
IAA AT <

la matriz de coeficientes A + AA del sistema perturbado es regular

Dem.:
A+ AAZ=A (T WA AA)

Como A es regular, existe A~!.#La/matriz I + ATYAA, como sabemos, serd regular si
|A=1 AA| < 1, para lo cual essufiéiente gue ||AA| [|JA7!|| <1

Teorema 9.2.8 Se verifica l@\siguiente acotacion:

A K(A) (||AA|| N ||Ab||)
2] S | AA] " A/A] ol
R O
Sy
Corolario9.2:9 Si ||[AA| =07 éntonces
| Az | AD||
(A 1200
A 7 A T

En consecuencia, errores pequefios en b pueden producir resultados nefastos en la solucion
x.

Refinamiento itérativo o correccién residual

En el caso-de que la matriz de coeficientes esté mal condicionada se puede utilizar el siguiente
algoeritimo de refinamiento iterativo o correccién residual para mejorar el resultado. Téngase
cuidado porque si el problema no esta mal condiconado este procedimiento encarece el coste
computacional y no mejora sensiblemente la solucién.

ALGORITMO.
e Encontrar la solucion z del sistema Ax = b
e Encontrar el vector residual » = AZ — b con doble precisén
e Encontrar la solucion € de la ecuacion Ae = r
e Construir la nueva aproximacion de la solucién x = 7 + €
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9.2.3 Ejercicios propuestos

Ejercicios de Palacios [2]
Ejercicios de [4](Arvesu) ntumeros 14.7, 14.8, 14.11, 14.20, 14.22
Ejercicios de [1](Burden) nimeros 7.4, 7.5, 7.6

9.3 Métodos iterativos lineales
Consideraremos un sistema lineal
Az =0, (9.3)

siendo A una matriz inversible, es decir, el sistema es compatible determinadé.

Como ya se indicé en un capitulo anterior, un métedo iterativo parasa resolucién de
sistemas lineales permite construir una sucesion {z™7}2°_ de vectores giie “aproximan” la
solucién exacta x = A~'b del sistema en el sentidé de que

lint2 (™ = o
NY— >00

Los métodos iterativos mas usados®son lgs que construyen la solucion en la forma
MY = Ba™m e Be Mg(n), / ce RE, (9.4)
a partir de (9 € R" arbitratio.

Definicién 9.3.17Un #nétodo\(9:4 Jwse dice eonvergente, si para cualquier z® € R", se

verifica:

lim_ ™ = /= A~
m—=>00

Una cgnditién minima queise ha de cumplir es que el método ha de ser consistente, es
decir, que, én-ellimite, la ecuacion (9.4) se-fransforme en

r=Bzx+c, (9.5)
siendd x = A7 b la solucién exacta

Teorema 9.3.2 Un método (9.4) esiconvergente para el sistema (9.3) si y solo se verifican
las dos condiciones siguientes:
i) el-método es consistente con el sistema
i) p(B) < 1
Dem.: Si el método es convergente, pasando al limite en (9.4) resulta la consistencia.
Por otro lado, de (9.4) y (9.5), resulta:

g g = B (@™ — 1) =B*(2a™ Y —2) = ... = B" (2 — )
Como esta diferencia debe tender a 0 por la convergencia, se debe cumplir

lim B"v=0, YveR",

m—>00
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lo cual se cumple si p(B) < 1 (cf. 9.1.13).
Si se cumplen ii), debe existir alguna norma tal que || B|| < 1. Consideremos una
norma vectorial compatible con ella. Como més arriba, se tiene:

2™ — g = B™ (0 — )
Tomando normas resulta:
2™ — || = || B|™ |2 — |

Pasando al limite, se tiene la convergencia. m

9.3.1 Estabilidad

Estudiar la estabilidad de un método iterativo es analizar Ja influencia de perturbaciones
(pequenas modificaciones). Asi que, supongamos que los.€alculos se realizan cometiendo un
pequeno error, es decir, en vez de

™ = B2 4 ¢
se calcula
§m) = BRm—) e 1 plm)
En consecuencia, se tendra

FOE 10 0.
de donde .
FM b — pm o) pmes 0¥
j=1
y tomando ngrmas compatibles:

Supllo? B2 1B = gy sl

Por 1o tanto, pequenos errores.de redondeo produciran errores pequenos en el resultado
en la iteracion m y el método.séra estable, siempre que sea convergente.

Notemos que un valorsde ||B]|| < 1,/pero préximo a 1 producird una cota muy grande.
Intéresa que || B|| seapequena.

9.3.2 Velocidad de convergencia
Mas-arriba hemos obtenido
|2 — 2| = | B™ [+ — x|

Esto puede ser interpretado como que en cada una de las m primeras iteraciones el error se
ha reducido en un factor de |[B™||'/™ y, en consecuencia, se puede estimar que para que el
error se reduzca en un factor de 107" se deben realizar N iteraciones, cumpliéndose:

t

B™Y™N <107', obien N >
BRI = = Zog(IB77)
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Definicién 9.3.3 El numero
R(B™) = —log,, | B™||"/™ (9.6)
es denominado velocidad media de convergencia en m iteraciones.

Se puede demostrar que
p(B) = lim |[B™|1"

m—>00

Definicién 9.3.4 Al nimero — log,,(1/p(B)) se le denomina velocidad asintética de
convergencia.

Ejercicio 9.3.5 Encontrar la velocidad de convergencia en 5 iteraciones del métato iterativo
que toma M = D (diagonal principal de A) al aplicarlo a lg'Tesolucion del Sistema cuya
matriz ampliada es la siguiente:

A 800.2669 0.8648+0.8642
N 0.2161 800.1441 0.1440

Solucion: La matriz de iteracion B y su potengia seran:

0 —0.0010906 ) Q5 ( 0 —9.203 % 1017 )

— -1 —
B=M"N= ( —0.000270076 0 —230032 % 10717 0

Asi que
| B?|J5 = 9.203 107

Y por lo tanto,
R(B®) = 3.20721

El valor propio dé B dé moédulo ‘mayortes A = 0.000540226, pot lo que la velocidad asintética
sera,

Lo (1/p(B)) £ 3.26742

Como se puedé observar-ambas son muy cercanas.m

9.3.3 .Cota del error

Se puede demostrar el siguienteresultadg
Teorema 9.3.6

] B
2 = al)/< LI ot — )
1 [5]

Dem.: Tomando normas en la siguiente expresién

M) = pm) ) ()

Y

resulta
2™ — || < & = 2| 4 |2 — )] < (2D — 2| 4B |2 - 2

es decir,
(L =Bl [l2 = z[[|| < [l = 2| < || B 2 — 2=V

de donde se deduce la desigualdad buscada.m
Esta acotacion suele utilizarse como test de parada del algoritmo.

Y
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9.4 Resultados de convergencia para los métodos itera-
tivos usuales

Los métodos iterativos més usuales son los métodos de Jacobi, Gauss-Seidel y relajacion. To-
dos ellos fueron introducidos en un capitulo precedente. Para su definicién, descomponemos
la matriz A en la forma

A=D —L-T,

donde D es la matriz diagonal principal de A, —L es una matriz triangular inférior estricta
cuyos elementos no nulos coinciden con los de A y —U es una matriz=triangular superior
estricta cuyos elementos no nulos coinciden con los de A.

El método de Jacobi se define considerando la matriz M =D.

El método de Gauss-Seidel se define considerando la matriz M = D — L

Recordemos que para determinar la aproximacién.#"*t1 en el método de Jacobi, se
utilizan los xgm) de la iteracion anterior, mientras.que, en el método de Gauss-Seidel, se
utilizan los Gltimos z(™*1) calculados. Por eso, enel primero se requiere santener en memoria
dos vectores, el 2™+ y el 2™ mientras quefen el de Gauss-Seidel,$olo se necesita uno de
ellos.

Ejemplo 9.4.1 Resolver mediante los métodos de Jacobi.y Gauss-Seidel el sistema Ax =0
siguiente:
10=-1 2 0 6
=1 11 -1 3 725
2 —1:16..=1/-11
0 31 8 15

A:

Ayuda:
En este ejemplo, el método de Gauss-Seidel convergé mas rapidamente que el de Jacobi,
aunque est@ noses asi en general. m

9.4.1 Matrices estrictamente diagonal dominantes

Defini¢ién 9.4.2 Una matriz A-Se dice diagonal dominante si se cumple:

n
lare| < D7 awgl, Vk=1,2,...n
=Btk

Se dice diagonial dominante estricta si se cumple la desigualdad estrictamente.
Teorema 9.4.3 Para esta matrices, se cumple que los métodos de Gauss-Seidel y de Jacobi

son convergentes y p(J) < K, y p(G) < K, siendo

K =max{ »_ |aij‘} <1

jotgi |l

Dem.: Consultar [1]. =
En el ejemplo (9.4.1) se tiene:

p(J) =04264, p(G)=0.0898 y K = 0.5
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9.4.2 Matrices simétricas definidas positivas
Teorema 9.4.4 Si A es simétrica y a; > 0, Vi, entonces, el método de Gauss-Seidel
converge <= A es definida positiva

Dem.: Consultar [1]. m

Teorema 9.4.5 Si A es simétrica y D+ L+ U es definida positiva, entonces, el método de
Jacobi converge <= A es definida positiva

Dem.: Consultar [1]. =

9.4.3 Matrices tridiagonales

Teorema 9.4.6 En este caso, los radios espectrales de_dus matrices de iteracion de los
métodos de Jacobi y Gauss-Seidel verifican: p(G) = p(J)? y, por tanto, ambos convergen
o ambos divergen. En el caso convergente, el desGauss-Seidel es, asintoticamente, mas
rapido que el de Jacobi.

Dem.: Consultar [1]. m

9.4.4 Convergencia de_ losAnétedos de relajacion

Teorema 9.4.7 (Kahan) SiFa; #0, Vi, & p(G,) > |w — 1]

Dem.: Basta observar'queiipor comstruccion de Gy,:
det G, = det D7 (LAWY detiD = (1 — &))" =N < p(G)" = p(G) > |w —1].

Teorema 9.4.8 Elimétodo SOR\s0lo puede converger si 0L w < 2

Dem.: Es'consecuencia inmediata-dél teorema anterior.m

Teorema' 9.4.9 Si_A-€s estrictamente diagowdl dominante y0 < w <1 = SOR converyge.

Dem.:_Basta calcular la norma de Chebyshev del vector y = G u, con ||u|| = 1. Teniendo
en cuenta la definicién del método SOR, resulta

[ylloo = |GTl|oc € w[|G]loc + (1 —w) <1, 810 <w< 1,

luego
|G| oei= max |G ul|oo < 1.m

l[ulloe=1

Teorema 9.4.10 (Ostrowski-Reich)
Si A es simétrica, real, con a; > 0, Vi, entonces, SOR converge <= A es definida
positiva y 0 < w < 2

Teorema 9.4.11 Si A es tridiagonal simétrica definida positiva, entonces: los métodos de
Jacobi, Gauss-Seidel y SOR convergen y el valor optimo del parametro w es

2
1+4/1—=p(By)?

Wopt =
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Ejercicio 9.4.12 FEstudiar el condicionamiento del sistema, la convergencia y el niumero
de iteraciones necesarias en su caso de los métodos usuales aplicados a la resolucion de los
sistemas lineales definidos por su matriz ampliada siguiente:

73 1 5 1 4 3 2
A=12 1 -7 -6 |,B=].8 1 .1 12
14 0 =3 H 5 1 03

Tolerancia pedida, Tol = 1073

Ejercicio 9.4.13 FEstudiar el condicionamiento del sistema, la convergencia yfel nimero
de iteraciones necesarias en su caso de los métodos usuales aplicados a la resolucion de los
sistemas lineales definidos por su matriz ampliada siguientes

-1 1 21 0 I .363 273 .18182
C= 72 0 2 72 |,D= 575 1 125 1425
-22 4 1 18 ) 5 1 .25

Tolerancia pedida, Tol = 1073

9.4.5 Ejercicios propuestos

Ejercicios de [4](Arvesu) mumeros 15.47 15.6, 15.8, 15.9 y'propuestos 15.1, 15.2, 15.3, 15.4,
15.5, 15.6, 15.7 y 15.9
Ejercicios de Palacios2)]



