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Chapter 8

Espacios con producto escalar-

En este capitulo introducimos una forma de medir en un“€éspacio vectorial, es decir, definimos
el concepto general de medida o métrica y el de angulo, lo que nos permitird generalizar
también los conceptos de area y de volumen. ~El ejemplo que nos notiva es el espacio
euclideo ordinario con el producto escalar_erdinario. En lo sucesivo, consideraremos un
espacio vectorial V sobre R.

8.1 Definiciones_ ¥ cénsecuencias.

Definicién 8.1.1 Llamaremos prodicto escalar sobre'V a toda forma F:V xV — R
que sea bilineal simétrica definida, positiva.

Definicién 8.1.2 Llgmaremos'espacie (vectorial) euclideo a cualquier espacio vectorial
V sobre R desdimension finita sobre el que se haidefinido un producto escalar, es decir, al
par (V, F).

Ejemplo' 8.4.3 En7el espaciowectorial Mgfn) de las matrices cuadradas de orden n sobre

R la aplicaeion:

F(A, B) = tr(AB")

es uniproducto escalar.

Ejercicio 8.1.4 Probar que la aplicac¢ion Ry[z] X Rolx] — R definida por

b
F(p(z),q(z)) = / w(z)p(x) q(x)dx, con w(z) >0,a=—-1,b=1
es un producto escalar sobre Ry[x]

Definicién 8.1.5 Llamaremos matriz coordenada de un producto escalar respecto de una
base a la matriz coordenada de la aplicacion F que lo define.

Ejemplo 8.1.6 Las matrices coordenadas del producto escalar del ejercicio 8.1.4 respecto
de la base candnica y respecto de la base {1,z,—1+ 3%} en el caso w(z) = 1 son, respecti-
vamente:



2 0 2/3 2.0 0
A=| 0 2/3 0 |, B=|02/3 0
2/3 0 2/5 0 0 8/5

que se corresponden con las expresiones coordenadas siguientes:
Fz,y) = XTAY =2x1y1 +2/3x1ys +2/322y2 + 2/3x3y1 + 2/5 73 s
F(z,y)=XTBY =22, 91 +2/3 %99 + 8/5Z3 3

Como se ve, una es diagonal y otra no segtn sea la base elegidasx

8.1.1 Norma, distancia, angulo

Recordando la definicion de longitud de un vectorsibre, damos la siguiente

Definicién 8.1.7 Llamaremos norma (euelidea) (o longitud) de un vector x de un espacio
euclideo, y la denotaremos por ||z||, ada aplicatiép:

||| : V — R0}, definida por\|| z [|"=4+/F(x, )
Notemos que:
o Vz €V, existe [{x ||, va que F(z,z) > 0
e El tnico vector ¢on, || x || =0 eshg =0

Definicién 8.1.8°5i || z ||'=\1 diremos Gue = esfunitario o que estd normalizado.

Propiedad 8.1.9 (Desigualdad de Schwarz)

|E6x, y)] < [|=[[ ||yl
Dem.: Basta tener en cuenta;

0<F(te+yte+y) =#F(x,2)+2¢F(z,y) + F(y,y) = *||z|]* + 2t F(z,y) + ||y||* =

= A= F(z,y)" —[lz|*lly]* < 0. =

Observemos“que la igual en la degigualdad anterior se verifica si x e y son linealmente
dépendientes.

Propiedad 8.1.10 (Propiedades caracteristicas)
1) ||z|| =0
2)||z]| =0<=2=0
3) [t xl| = [t}]|=]
4) llz+yl| < |lz|||ly]| (desigualdad triangular)
Dem.:
) [lz+yl* = lll* + 2 F(z,y) + lyll® < =l + 2/l yll + [lyll* = ()l +1lyl)* -
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Ejemplo 8.1.11 En el ejemplo 8.1.6, la norma del vector v =1+ x + 22 es

22

bl = ([ (4o 2?2 dn) 2 = () A L)) = ()1

Observemos que también se pueden definir normas no euclideas, es decir, no asociadas
a un producto escalar. Por ejemplo, la norma de Chebyshev o la norma uniforme. (ver
capitulo 9).

Ejercicio 8.1.12 Probar que ||z+y||*+||z—y||* = 2 ||z||*+2||y||* (Prop. del paralelogramo)
Ejercicio 8.1.13 Probar que ||z+y||? = ||z||*+]|y||?, si F(z, y) = 0 (Teorerfia de Pitdgoras)

A partir de una norma se puede definir la distancia entre vectores

Definicién 8.1.14 Llamaremos distancia del vectorst al vector y a la morma del vector
diferencia, es decir,

d(z,y) = [Ja"—yl|
Propiedad 8.1.15 .
1) d(xz,y) >0
2)d(x,y) =0<=z=y
3) d(x,y) = d(y,x)
4) d(z,y) < d(z,z) + d(£y)

La distancia en un conjuntospermite’ definir los conjuntos abiertos o cerrados, es decir, la
topologia. TambiénsSe pueden’definir distaneids«rno seuclideas (que verifiquen las cuatro
propiedades anteriores)s

Teniend@ en, €uenta la desigualdad de Schwarz eserita en la forma siguiente:

o Py

Ayl —
Definicion 8.1.16 Llamaremos angulo de dos vectores x, y al nimero real ang(x,y) =
a € [—m, 7| tal que
_ F(xy)
coS v = ————=
[I| Iyl
Ejemplo 8.1.17.-Con el producto eséalar F del ejemplo 8.1.6, el dngulo entre v = 14z + 2*
yiw =14 x e85 o tal que
F(z,y) 10/3 75

cosa = = =

el [yl (56/15) (8/3) ~ 224

Consecuencia 8.1.18 .
1) F(z,y) = [l2[[|yl| cos o
2) El vector proyeccion de y sobre x es:
F(z,y) =
[zl ]l

N X
proy.y = (||y|| cos a) Ei

3) |z =yl = ll2l* + [lyl1* = 2|l |lyl| cos o (Teor. del coseno)

9
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8.2 Bases ortonormadas.

Recordando que dos vectores del espacio ordinario son ortogonales o perpendiculares si for-
man un angulo de 7 /2 radianes, lo que implica que su producto escalar es nulo, y admitiendo,
ademas, que el vector nulo es ortogonal a todo otro vector, podemos dar la siguiente defini-
cién.

Definicién 8.2.1 En un espacio vectorial euclideo V se dice que dos vectores x, y son
ortogonales si F'(z,y) =0

Ejemplo 8.2.2 Consideremos el espacio vectorial euclideo de las funiciones continuas; aqui,
las funciones sen 2pnt y cos 2pmt son ortogonales, ya que

F(sen 27mnt, cos 2mmt) = / sen 2mnt cos 2mmt dt = 0,Vn,m = 1423, ...

Definicién 8.2.3 Una familia de vectores {x34"..,x,} se dice ortogenal si

Como ejemplos de familias de*vectores ortogonales podemos considerar los llamados poli-
nomios ortogonales: Legendre; Chébyshey, Laguerre, Hermite.

Ejemplo 8.2.4 (Polinemies” de, Chebyshev) Se, definen como polinomios T,,(x) ortogonales
en el intervalo [1,1] ¢on respéeto deda funcion pesow(x) = 1/v/1 12, es decir, considerando
el producto escalar” defimdo\en\Ry|xmediante

FTA), Tt =T 11 ﬁ P (0) T (2) do

Existe una relacion~de recurrencia (férmulagde Rodrigues) (también para toda familia de
polinomiog‘ertogonales)

To(z) =22T, 1(&) — Tho(x), n=2,3, ..

que permite su obtencién-Sin necesidad de calcular integrales; de cualquiera de las dos formas
se puede obtener la_familia de los primheros polinomios:

T,(z) =1, Ti(z)=xf Ty(x)=22>—1, Ty(z)=42>—-3z, ..
Ejércicio 8.2.5 Comprobar que la familia anterior es ortogonal.

Propiedad 8.2.6 Toda familia ortogonal de vectores no nulos es libre.

Dem.: Sea la familia {a;} ortogonal con p vectores. Supongamos que Y7, t;a; = 0.
Multiplicando escalarmente por a; resulta:

p
Z tj F(aj,ak) :th<CLk,CLk) :tk||akH2 =0=1 :O,Vk [ |

i=1
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Definicién 8.2.7 Una base {¢;} de un espacio vectorial euclideo se dice ortogonal si es
una familia ortogonal. En particular, una base se dird ortonormada si es ortogonal y sus
vectores son unitarios, es decir, st

F(e;,ex) = 6;  (deltas de Kronecker)

Por ejemplo, las familias compuestas por los n+1 primeros polinomios ortogonales son
bases ortogonales y, convenientemente normalizadas, también son bases ortonormadas.

Definicién 8.2.8 Las coordenadas de cualquier vector respecto de una base*ortonogmada se
denominan coordenadas euclideas o cartesianas y el sistema coordenado cartesiano.

Observacién. Recordando que los elementos de la matziz de Gram coerdenada del
producto escalar que define el espacio vectorial euclideo en” una base {e;} €stdn definidos
por a; = F(e;, e), si la base fuese ortonormada resultarfa a;, = F'(e;, ex) = 0;x, es decir, la
matriz de Gram A seria la matriz unidad de orden.n. En este caso, la forma fundamental
(el producto escalar) se expresaria del siguiente modo:

F(z,y)=XT1Y ZX"Y.=21y1 + ... + ol

que corresponde a la clasica definicion de producto escalar de veétores libres. Por esta razon,
se escribe F(x,y) = x - y.

Es evidente que cualquier” otrd produéto escalar (9, en géneralj«cualquier forma bilineal)
que esté definido en el migmo €Spacio vectorial euclideo V#y considerando la misma base, no
tendra como matriz aséciada lajmatriz unidad;

Propiedad 8.2.9° La coordenada. i-ésima de un vector x respeéto de una base ortonormada
{e;} estd dada por zi= x\: e;.

Corolario 8.2.10 Si z es univeetor unitario cualquiera, x; = cos(z,e;).

Definicion 8.2.14 Liamaremos cosenos directores de un wvector unitario a las coorde-
nadas de.dicho vector unitario en una baseiortonormada.

Hemos presentado ya varios.ejemploside familias ortogonales que son bases, veremos en
las siguientes lineas como encontrar una base ortonormada en forma general.

Teorema 8.2.12 Dado un vector a € V,a # 0, para cada x € V', existen un solot € R y
un solo vector v-€ V tales que

r=tat+v oy a-v=0
Dem.: Supongamos que exista v € V tal que a - v = 0, entonces:

a-x=a-(ta+v)=tla-a)+a-v=ta-a

por lo que, debe ser: t = as

a-a
En consecuencia, el vector v esta determinado univocamente por
a-x

V=T ——a. N1
a-a

11
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Teorema 8.2.13 (Método de ortogonalizacion de Gram-Schmidt) Una familia ortogonal
{a1,...;a,}, p <n=dimV, puede completarse hasta formar una base ortogonal de V.

Dem.: Por el teorema de la base incompleta, si p < n, existe un vector b,,; de modo que
{a1,...,ap,by41} es libre. Entonces, elegimos el vector a,.; de la forma siguiente:

bp+1-a1 aq _ _ prrl'ap Qp
[laaf| - [aa]] llap|| layl]

ap1 = bpy1 —

es decir, a,4 es la diferencia entre el vector b,;; y la suma de las proyecciones ortogonales
de b,41 sobre los vectores ay, ...,a,. De esta forma, la familia {ay,...,.@,.1} es ortogonal,
como se comprueba facilmente.

Asi, pues, hemos encontrado una familia ortogonal compugsta de p+1 vectores. Si p+1
= n, dicha familia es base; caso contrario, p+1 < n, y repetimos el proceso r yeces hasta que
p + r = n, hasta encontrar una base ortogonal. m

Corolario 8.2.14 Una base ortonormada {vy,- .+, v, } de un subespacio S de V puede com-
pletarse con vectores {v,1,- -+, v,} hasta formvar una base ortonormada de V.

Definicién 8.2.15 Los vectores {v.41, -, vp} componen una base ortonormada de un sube-
spacio S+ de V denominado complemento’ortogonal-de S.

1 2
205
Se pide: i) ;Es fun produete escalar?; ii) encontrar’ el’producto escalar de los vectores x =
(5,2), y = (1,2); iig) engontrar unashase en laque lagmatriz asotiada a f sea la unidad.

Ejercicio 8.2.16 V = R¥y 4= la matriziasogiada a cierta aplicacion bilineal f.

Solucioén:

i) Basta compropar los axiomas deJda-definicion de producto escalar.

i) f(z,y) & iy = XT AX'E49

iii) Hay quie puscasama base ortonormal, parado cual usaremos el método de ortogonalizacion
de Schmidt-a partir de la base candnica.~ w

8.3/ Matrices ortogonalés.

Enfel espacio euclideo V, (V, F), consideraremos bases ortonormadas, B, y B;. Sea P la
matriz del cambio de la base B, a la'B;, es decir tal que X = P X. El producto escalar se
expresara em ambas bases en la forma:

Flo,y)=z-y=X'Y=X"P'PX
Por lo que, al ser las bases ortonormadas, se debe verificar:
PT"P=1, esdecr, P'=pP! (8.1)
Definicién 8.3.1 Una matriz real que cumple (8.1) se denomina matriz ortogonal

Propiedad 8.3.2 .
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1) P ortogonal <= sus columnas (y sus filas) forman una base ortonormada

2) Si P es ortogonal = det P = +1

Propiedad 8.3.3 El conjunto O(n) de las matrices ortogonales de orden n es grupo con
respecto al producto de matrices, denominado grupo ortogonal.

Observacién: Algunos autores denominan Geometria euclidea al estudio de los invariantes
del grupo ortogonal.

Definicién 8.3.4 Una aplicacion lineal definida por una matriz ortogonal sejdenomina
transformacién ortogonal (o isometria)

Teorema 8.3.5 Las transformaciones ortogonales conserwan la norma de véctores.
Dem.: En efecto: h(z) -h(y) = XTPTPY =XTY =2.y. =

Las isometrias del plano euclideo son las rotaciones y las simetriag:

8.4 Factorizaciéon QR.

Notemos que al aplicar el métode” de orfogonalizacién de Gram-Schmidt a una familia de

vectores {a;}], p < n, se obtiene otra familia {v;} que es oftogonal. WUna vez normalizada se
v .
j

vl
hasta formar una base ortonormada
La ecuaciones” quesdefinen 1os vectores v; se pueden escribir también en la forma:

obtiene una tercera familiayortonorniada {¢;} ales que’q;, = que se puede completar

v1:a1:||v1||q1 a; = q Ry, con Ry = ||vi]]
ag -V
’UQZCLQ—UQ vl 71, ay = qiR2 + g2 R, con R22:||U2||
7 U1
as - v as - v
V3 = a3 — 2 12}1— 5 21}2, a3 = q1 B3 + g2 Roz + g3 Raa, COHR33:||U3||
V1 - U1 Vo * U9
es decir,
R11 R12 Rlp
0 R ... R
A= [(1,1 ...(Ip] = [ql qp] o 2 2p = QR
0 0 ... Ry

Definicién 8.4.1 La descomposicion anterior de una matriz A como producto de una @ de
columnas ortonormadas y una R triangular superior se le denomina factorizaciéon Q R de
la matriz A. En particular, si A es matriz cuadrada, () es una matriz ortogonal.

Ejercicio 8.4.2 Obtener la factorizacion Q R de la matriz A =

— =
N = O =
O = O =
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Solucién: Los vectores a; son las columnas de A. Las ecuaciones de Gram-Schmidt nos
conducen a:

) _3 ]
1/2 @ 1/2
1/2 — —1/2 2 1 3
o=| P L R=|0 V5 5
1/2 @ —1/2 0 0 2
12 NG 1/2

8.4.1 Meétodo de Householder

Dado que el método de Gram-Schmidt requiere que los suCesivos vectores gonstruidos sean
ortogonales, en el caso de que los cdlculos se hagan dé manera aproximada (casi siempre)
eso no ocurre exactamente, por lo que se producen” graves errores. Una' forma de evitarlos
es utilizar el método de Householder. Este métedo consiste en realizar operaciones de elim-
inaciéon (como en el método de Gauss), pero usando ahora matrigés de Householder, que
anulan todos los elementos por debajo.deda diagonal en cada unosde los n-1 sucesivos pasos.

Definicién 8.4.3 Llamaremos matriz de Househeolder. H (u) correspondiente a un vector

unitario v a la matriz
H{u) = [# 2uu’, [lul| =1

Propiedad 8.4.4 Toda matrizide Householderwerifica:
1) es simétrica y ortagonal
2) H(u)v = #v, siv'= Au, Hw)v="10,stv-u=0

Recordemos (8.2.12).

El Algoritmo
‘Primera etapa‘ Se busca una matriz Hy#= I — 2uju?  (up € R™, y ul u; = 1) tal que

ap k... %k
0 * ... %
0 * ... %

Si A! es la prinfera columna de A, s¢ debe cumplir que Hy A = oy e; = («, 0, ..., 0)7, luego:
|| = || HyAY ||y = ||AY|]o. Por definicién de Hi, debe ser

H Al = A — 2u1u1TA1 =€
Como la expresion ul' Al es un escalar, resulta que
u, =Cuvy, dondev; =A' —a;e; (8.3)

y la constante C' se determina de forma que ||u||s = 1. Como todavia queda la libertad de
elegir el signo de aq, este se escoge en la forma

a; = —(sign an) ||A']] (8.4)
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para evitar una sustraccion mal condicionada en el célculo de v; = A' — ay ¢;
Para calcular 1a matriz H; A téngase en cuenta que

2
HiA=A-2uju] A=A—Bv (v] A), donde 8= — (8.5)
'Ul 'Ul
Este factor 8 puede ser calculado en la forma siguiente
a_viu 1 T 41 2
6 = 5 = 5 ((A ) A" — 2 ar + Oél) = — (a11 — Ozl). (86)

‘Segunda etapa‘ Se aplica el mismo procedimiento a la submatriz-de (8.2) destipo (m —

1) x (n — 1); lo cual proporciona un vector iy € R™ ' y una matriz de Householder Hy =
I — 2ty ul. Escribiendo us = (0,u2)7 y multiplicando (8.2).por Hy = I —2ugul, se obtiene

kS ok L. %
Qi x L.. k Q1 X * 0 Ao *
0 0
HQHlA:HQ = i _ = 0 0 = *x
C J HQC .
0 0 :
0O 0 =x *

Este proceso se debe continuar'n etapas (# — 1, si m = n) para~obtener la matriz triangular

y la matriz ortogenal @%\ =\H\.. . H,H .

Notese que asa hora de'\consfruir-tinh programa para este algoritmo, no es necesario
calcular explicitamente las magtices H;, ni la matriz (), es suficiente retener, ademas de R,
los valores de”3; (0_aw) ¥ los vectores v;, los cudles contienen toda la informacién necesaria.

Puedé¢ yerseque el coste computacionalde la factorizacion () R es aproximadamente el
doble que la factorizacion L U.

1 -4 5
N S ‘ 1 -5 1
Ejercicio 8.4.5 Obtenerla factorizacion Q R de la matriz A = 1 61
1 =50
Solucién: _Por Hoseholder.
3 —2 10 —4
— s o o B 1 - 0 —1/3 =2
1)0[— SZgn(all)HA H_ 27 6—1/671]— _1 7R_ O 4/3 4
1 0 —-1/3 0
0 -2 10 —4
. 3 —1/3 -2 0 V2  3V2
= — 2% = = = =
2)0{— S'lgn(RQQ)HR || \/57 6 6—|—\/§’ v 4/3 7R O O _\/5/2

~1/3 0 0 1.190

15
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3)a = —sign(Ras) [|F"|| = V2, 8=0.324,0=[,R=

o oo
S,_.

o o o
w

I
SECICE

—1/2 V/2/2 0 —1/2
—1/2 0 —/2 1/2
0.5 v2/2 0 1/2
—-1/2 0 v2/2 1)2

Q= H Hy H3 =

8.4.2 Resolucion de sistemas lineales

La factorizacién A = Q R se puede utilizar, igual que la factoerizacién L U, para la resolucion
de un sistema lineal A X = B, con la ventaja de que ahera la inversa de @ es inmediata y
todo se reduce a la resolucion del sistema lineal

AX=B+— RX=Q"B

Ejercicio 8.4.6 Resolver el sistema AsX+= B.mediante factoriza¢ion Q R, siendo

L1 0 3
A=1 221, b=l 3
0 2°5 #1
Solucién:
—V2 —8/%/2 /2 -3V2 ) .
R.QTH 2 o WAV2EB V2228 v | | 5|,
V242 3WV2+3 3 X 1

0 0 1/3-°7-1/3

8.4.3 !Calculo de valores y vectores propios
Métod¢ de factorizacion QR

En primer lugar, consideraremos el casoren que la matriz A es simétrica.

En esta situacion, elsmétodo de factorizaciéon QR consiste en transformar sucesivamente
la inatriz A en otra“congruente ortogonal que sea cada vez mas proxima a una diagonal
aprovechando la"factorizacion @) R de las sucesivas matrices. Para ello, en un primer paso,
sé realiza la“mencionada factorizacion

A=01 R
En segundo paso, se construye la matriz
Al=RiQ1 (=Q AQy),

que se vuelve a factorizar. Y asi sucesivamente.
Para obtener dicha factorizacién se puede utilizar el método de Householder expuesto
mas arriba, o bien, transforma la matriz A en otra congruente ortogonal que tenga la forma
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de Hessenberg, mediante multiplicacion a izquierda y derecha por matrices de Householder
(ver (8.4.3) y, a continuacién, realizar n — 1 rotaciones de Givens para transformarla en una
triangular superior.

El algoritmo se detiene cuando el elemento (Ay),,_1 es suficientemente pequeno; entonces
el elemento (Ag),, es un valor propio de A.

Construccion de la matriz de Householder para llevar a forma de Hessenberg

Hay que buscar una matriz de Householder H =T —2ww’, ||w|| =1 talqué laiprimera
columna de la matriz A; = H A H sea de la forma

A% = (an,Oé,O, .. .,O)T,

Para ello, es suficiente elegir (cf. [5])

a = —sign(an) (), a3))"/?
r=(3ala—an))?
wp =0, w2:a21—a Wik s k=3,4,...n

2r Pk

En sucesivos pasos, se comstruiran imatriees de Householder que vayan transfor-
mando en ceros todos los elementos_por debajo de la primeraparalela a la diagonal de la
segunda, tercera, etc. columnas, de forma’que la matriz final tenga la forma de Hessenberg.

Ejercicio 8.4.7 Medianté factorizacion () R, hallar valores y vectores propios de

—188%., A1
A= 11—-1 A
1 1 #~1
Soluciodn:
—087" 0.142 0471 1.91 —0.246  0.426
Primera iteracion: Q—="110.246 —0704 0.667 |, R = 0 1.81 —0.696
0.426  0.6967 0.577 0 0 1.15
—0.966 _~0.425 0.87 1.98 —0.075 —0.249
Segunda iteracion: Q = 0.075 —0.904 042 |, R = 0 1.94 —0.425
0.249  /0.696 0.577 0 0 1.04
—-0.991 70.010 0.132 1.99 —0.0199 —0.13
Tercera iteracion.Q = | 0.0199 ~0974 0224 |, R = 0 1.98 —0.225
0.135 0.225 0.966 0 0 1.01

Los valores propios exactos son: 2, 2, 1. m

8.5 Proyeccién ortogonal. Mejor aproximacion.
Definicién 8.5.1 Se denomina proyeccion ortogonal del vector v sobre un subespacio S
del espacio euclideo V al vector

o . . v
T = Zproyviv, siendo  proy,.v = W U;
i=1 g

y {v:} una base ortogonal de S.
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Definicién 8.5.2 Se denomina mejor aproximacion en el subespacio S del vector v del
espacio euclideo 'V al vector x de S que hace minima ||v — x||

Teorema 8.5.3 Sea S <V, espacio vectorial euclideo. Sean v € V y x € S, entonces, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

i)v—ax LS

i1) T es una mejor aproximacion a v sobre S.

Dem.: i) = ii). Sea un vector cualquiera w € S, se tiene:
o = wll® = [I(v—2) + (z = w)|* = [fo = 2[]* + ||z — w|[2= ||v — 2",
i) < ii). Sea he€ Sy A > 0. Se tiene:
0 < |lv—z+Xh|*—jv— =]

l|lv—z|> + 2\ < v —z,h Z+N||h])* = ||Jv — o)
A2 <v—z,h>+N|W).

Haciendo A — 0, se obtiene que < v =4 >2> 0. Como la misma desigualdad debe ser
satisfecha por —h, también se tienex< »'— x, h ><0; luego, < v'— x, h > = 0; pero como h
es arbitraria en S, se cumple quesv = LS. /m

Definicién 8.5.4 FEl sistemat defecuaciones lineales que resulta abexpresar la condicion i)
respecto de alguna base de. S se denoniina ecuaciones nérmales

Si {u;} es la base de”S, las eenagiones normales sé*puéden escribit en la forma:
Teu; =" uy, J=51,2,...m

Ejemplo 8:5.5 Aproriman, fi(x).="Senx en [A,1] por cix + cox® + c32® considerando el

producto escalar
i

< f,h>:/ () h(z) de

-1

3

Soluc.: /Podemos tomar como S_el subespacio engendrado por los polinomios x, 2%, 2° que

componen una base de S. Por’lo tanto, las ecuaciones normales seran en este caso:

1

a <z x>, <ot gV S by < aV s=< f2¥ T > 5=1,2,3

quie componen-un sistema lineal que'se puede escribir en la forma matricial siguiente:

Ac=0b,
siendo:
1/3 1/5 1/7 a—pf
1/2A=1| 1/5 1/7 1/9 |, b= —3a+568 |, a=senl, [=cosl,
/7 1/9 1/11 65a— 1010

después de haber calculado las integrales debidas.
Resolviendo el sistema se obtiene: ¢; ~ 348.9, ¢y =~ —1491.1, c3 = 1275.6.
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Se debe tener en cuenta que el problema puede estar mal condicionado. Ese mal condi-
cionamiento suele ser frecuente cuando se utilizan polinomios respecto de la base natural.
En general, es conveniente considerar otras bases, por ejemplo, ortonormales.

Si la base {u;} considerada en S es una base ortonormal se cumple: < w;,u; >=6;; ¥,
si expresamos el elemento g en dicha base mediante: g = a; uy + ... + a, u,, las ecuaciones
normales seran en este caso:

ap <up,up > At ay < U, u; >=< fiu; >, j=1,2,..,n,
es decir,
a; =< fou; >, j=12..n,

lo que quiere decir que g es la suma de las proyecciones ortogonales de f sobre 1gs vectores de
la base, o sea, la proyeccién ortogonal sobre S, como implicitamente se encuentra contenido
en el teorema 8.5.3.

En el ejemplo precedente, se puede considerar la base de polinomios ortogonales de Legen-
dre (ortonormada respecto del producto escalar miencionado) siguiente:

Pi(x) =x/\/2/3

Py(x) =45 23— 3 2),/2/3

Py(zf=(632° F702° + 152) /2411

y buscar el polinomio g(z)= ayPi(x) ¥ as Pa(x) + as Ps(z). En esteicaso obtendriamos, con

mucho menor esfuerzo omptitacional, la siguiente solugion: a; ~ 0.73731,as ~ —6.7391 x
1072, a3 ~ 2.2904 * 1072

Ejercicio 8.5.6/(Aproximacién. por, polinomios de Chebyshev.) Aprozimar la fun-
cion f(x) =sehz en Rs[x]

Ejercicio 8.5.7 (Aproximacion por series deFourier (limitadas).) Obtener la mejor
aprozimaciofp de la~funcion f(x) = —1,sizr< 0;= 1,sixz > 0 en el subespacio S =<
1, cos x, sen‘wyC€os 22, sen 2z >

Ayuda;
Considerar el producto esedlar

™

< f.h >:/ (@) h(z) dz

—T

réspecto del etal la familia generadora dada es una base ortogonal del subespacio.
Solo falta construir la proyeccign ortogonal de f(z) sobre S. m

8.5.1 El problema del ajuste

Un planteamiento muy comun en las ciencias experimentales conduce también a problemas
de Aproximacién.

Sea cierto fenomeno descrito por la variable dependiente y, la variable independiente t y
ciertos parametros aq, ..., a,, todo ellos reales y relacionados mediante la ecuacion:

y = o(t;a, ..., a,), (8.7)
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que se supone conocida. Por ejemplo, experimentalmente se sabe que la cantidad de sustancia
radiactiva en una muestra en un instante dado estd definida por la ecuacién

y=ae ",
donde los parametros aq, as dependen de la muestra concreta.
Interesa, pues, determinar los parametros, para lo cual se dispone de tantas medidas
experimentales como se quiera, en general, muchas mas que pardametros a determinar. Los
pardametros deben verificar las relaciones

yj = o(tjsar,...,a,), j=1,2,..m>n (8.8)

Debido a que el modelo matemético considerado no es abselutamente precigo y a que las
medidas realizadas no son exactas, las igualdades (8.8) né se cumplen. Se plantea entonces
determinar el valor de los parametros ay, ..., a, (es de€ir, ajustar) de forma que el vector de
primeros miembros y el de segundos miembros de”(8.8) estén a la miwima distancia en el
sentido de la norma euclidea de R™. Notar que”se podrian utilizar otras normas.
Utilizando este procedimiento, Kepler”descubrid, en 1601, sustercera ley a partir de
observaciones de los periodos y las distanCias al Sol de los cuatro/primeros planetas.

8.5.2 El problema lirfiea¥F de 16s minimos cuadrados

Si consideramos que la funcién ¢ es lineal en los parametros, las ecnaciones (8.8) toman la
forma

Azi=b, (8.9)

donde z € R" gue juega'el papelide 16s pardmetros a;, b € R™ y A € Mgr(m,n). Supon-
dremos que m'> nfy que rg A = n. Se hasplanteado asiain problema lineal que, en general,
carece de solucign.

Hemos/llegado al preblema lineal de los.minimos cuadrados, que se formula de la
siguiente/manera:

Dadoyan vector b € R™ y una matriz A € Mg(m,n), m > n y rg A = n, determinar
x* € R'¥tal que haga minima la nefma euclidea del vector residuo definido por

r{r)=b—Ax

Observemos que esto es equivalente a encontrar la mejor aproximacion a b sobre el espacio
vectorial

M={Az|zeR"}

engendrado por las columnas v; de A, que es de dimensién n.
Aplicando el teorema 8.5.3 que caracteriza la mejor aproximacién, resulta:

<b—Ax*,v;>=0, i=12,...,n
(ecuaciones normales o de Gauss) o, equivalentemente:

AT Az = AT
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Ejercicio 8.5.8 (Minimos cuadrados) Encontrar el polinomio cuadrdtico que mejor se
aprozima en el sentido de los minimos cuadrados a la tabla de valores siguiente que presenta
la relacion medida en el laboratorio entre la temperatura y la solubilidad del NO3 K

¢ 1406080100120
5‘27‘39‘50‘ 60 ‘ 69

Solucion:

Este sistema se resuelve por cualquier método de los conocidos, por ejemplo, el de
Cholesky, va que la matriz AT A es simétrica definida positiva. Sin embargo, dado que
estd mal condicionado, es preferible utilizar el método de factorizacién@) R. Vedmoslo.

El polinomio a encontrar: P(z) = a + bt + ct?

El sistema a resolver: a + bt; + ct? =s;, 7=1,2,3,4,5

Por lo tanto:

1 40 1600 27

1 60 3600 39

A=1|1 80 64004, B= |50

1 100 10000 60

1 120 14400 69

Ecuaciones de Gauss:

5 400 36000 245
AT A = 400+ 36000 3520000 {, ATpH= 21700
36000 3520000 363840000 2097200

as 0 % =0.725 c=-0.00125

8.6 Ejercicios para resolver

Ejercicios’ded[1] (Meritio) numeros 25, 27, 30431 (ejerc. resueltos), 80, 81, 83, 84, 165 y 170

(ejerc. propuestos)
Ejercicios de [3] (de la Villa) capitulo §, nimeros 3, 4, 6
Ejercicios de [3] (de la Villa)«€apitulo9, ntimeros 7, 8, 9
Ejercicios de [3] (de la Villa) capitule 9, ntimeros 5, 6

Fjercicios de las hojas de enunciades de [2] (Palacios).



