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Chapter 6

6. Forma canonica de matrices

6.1 Introduccion.

Sobre estructura del espacio y endomorfismos

Recordemos que dado un endomorfismo.dé Viy fijada una base del espacio vectorial existe
una unica matriz cuadrada coordenada” asociada™y reciprocamenté. Nos interesa encontrar
una matriz coordenada suficientemente sencilla que manifieste/claramente la ”estructura”
de un endomorfismo. Es decir, #mirar” al éspacio vectorial~¢gmo si desde el punto de vista
del arquitecto se tratara cuando mira unsedificio, fijandose en laslineas maestras: columnas,
cruceros, dinteles, etc. En nuestro caso, esas lineas maeéstras van a definir una base del
espacio V que nos permitird descomponer eliespacio Vi'como suma directa de subespacios
invariantes.

Asi pues, en este capitulo vammos astratar de localizar una bpase de un espacio vectorial V
en la que un endomotfismg hide Vi fengala forma nias sencilla (la forma candnica de Jordan)
y discutiremes ciando éstayes diagonal:

Los objétosscomunes para-todo el capitulo seran los siguientes:

Un espacié vectorial V sobre el cuerpo K (=R oC) con dim V = n

Una bage-eonocida de V, Bo = {eq, ...,.en}

Un endomorfismo de V, h € End«V

La matriz A coordenada de hen la base B, y la matriz B en otra base B, = {v1,...,v,}

6.2 Valoresy vectores propios.

Definicién 6:2.1 Llamaremos valor propio (raiz caracteristica o autovalor) y vector propio
(vector caractaristico o autovector)iasociado de un endomorfismo h al escalar t € K y vector
01 €V, v#0 tales que

h(v) =twv

Ejemplo 6.2.2 En espacio de todas las funciones reales V y el endomorfismo

h:V — Vdefinido por h(f(z)) = f'(z),

las funciones f(x) = e** son funciones propias asociadas al valor propio t = c.

La funcion f(x) = sen z no es una funcion propia.



Definicién 6.2.3 Al conjunto Sp(f) de todos los valores propios de f le llamaremos espectro
de f. Al valor absoluto del valor propio de maodulo mayor le llamaremos radio espectral de f.

Propiedad 6.2.4 El conjunto N(t,1) (¢ S(t) )de todos los vectores propios asociados a un
valor propio t es un subespacio vectorial.

Dem.: Basta tener en cuenta que si v € N(¢,1), se verifica que:
f(v) = tw,es decir, (f —tidy)(v) =0,
o sea que: N(t, 1) = Ker (f —tidy). =

Definicién 6.2.5 Al subespacio N(1,1) le llamaremos subespacto propio (subespacio funda-
mental o caracteristico o nicleo generalizado) asociado al vdlor propio t € K

Para encontrar los valores propios y subespacios fuidamentales asociados es preciso con-
siderar coordenadas. Tomaremos una base B, = {€1, ..., e,} y la matriz’A coordenada de h
en dicha base. La definicién (6.2.6) se escribe ahora:

AZtIX=0 (6.1)
Para que este sistema homogene6 teriga solticion no nula debe ser:

dét(A—tI)=0 (6.2)
Definicién 6.2.6 Lg ecuacign (6:2) se denomiuna-ecudcion caracteristica de la matriz A

Propiedad 6.2:7 Totdas\las matrices coordenadaside un endomorfismo h sobre un espacio
vectorial 'V tignen da misma ‘ecuacign cardcteristiéa.

Dem.: Basta recordar quesiA y B son matrices coordenadas del endomorfismo h son
semejantes, eg’decir, existe Piregular tal que 4= P~ B P. Sustituyendo en (6.2) resulta:

det(A=g1)=0= det(P‘lBP—tP_IIP) = det P det P! det(B—tI)=det(B—tI)
m

Definicién 6.2.8 Llamaremos ecuacién caracteristica de h € End(V') a la ecuacidon carac-
teristica de una cualquiera de sus matrices coordenadas.

Definicién"6.2.9 El det(A — ¢ 1) es un polinomio en t de grado n denominado polinomio
caraeteristico de h.

Como la ecuacién caracteristica de A y de B es la misma, todos los coeficientes de ambas
ecuaciones coinciden. En este sentido suele decirse que la ecuacion caracteristica de un
endomorfismo, asi como todos los coeficientes de la misma son invariantes, aunque existen
otros.

Para encontrar los subespacios fundamentales de h, en primer lugar, hay que encontrar
las raices de la ecuacion caracteristica, es decir, los valores propios; a continuacién hay que
resolver el sistema (6.1) cada valor propio encontrado.
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Ejercicio 6.2.10 Sea el endomorfismo h € End(R?) definido por

1 0 2
0 -1 0
2 0 1

encontrar valores propios y subespacios fundamentales.

Solucién. Su ecuacion caracteristica es
det(A—tI)=0= >+ +5t+3=0=((—1—1)* (3 1)

que tiene como raices (valores propios) t; = —1, m; = 2 (doble) yt; = 3, my =1 (simple).
Los subespacios fundamentales seran:

N(=1,1) = ker(A — (1) I) =< (=1£0,1), (0,1,0) >

Anélogamente,
N@3,1) =ker(A—-31y=<(1,0,1)> =

Como se observa,
dim N(-1, 1) = n-rg(h+1) =n-rg{AA+ 1) = 3 4, =2
dim N(3,1) =n-rg(h-3) =n-25 (A-31)=3-2="1
Notemos que no siempre coin€iden”la multiplicidad algebraica.de un valor propio y la di-
mension del subespacio fundamental aséciado.

Definicién 6.2.11 A, = dim S(E;) se leidenoming multiplicidad geométrica del valor
propio t;.

6.3 Método de\la petencia.

En algunag ogasiones es-suficiente conocer unajceta de los valores propios; por ejemplo, para
conocer la gonyergencia de un método iterativo. Un resultado interesante es el siguiente

Teorema 6.3.1 (de Gershgorin)

a) Losfvalores propios de la mattiz A egldan en la union de todos los circulos de centro el
elemgnto a;; y radio la suma de los valofes absolutos de los restantes elementos de cada fila,
es decir,

Cj={z€Cllg —aj| < lapl}, teUC,

b} Si la unidn”de p circulos tiene interseccion vacia con la unidn de los restantes, en dicha
union hay p valores propios

Para encontrar los valores propios de una matriz o endomorfismo existen varios métodos.
Unos hallan las raices del polinomio caracteristico, otros trabajan directamente con la matriz.
Estos 1ltimos son mas eficientes. Entre ellos podemos considerar el método de la potencia
y sus variantes y el método QR y sus variantes.

Algoritmo para el método de la potencia que determina el valor propio dominante
(i. e., |\1] > |A;],Vj) y un vector propio asociado. Este es un método iterativo convergente
siempre que se pueda encontrar una base de V compuesta por vectores propios (teor. 6.4.2).
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Proceso:

a) Considerar un vector inicial: z = (z!,...,2")

b) Encontrar la primera coordenada mayor en médulo, z?; y su posicién, p

c¢) Normalizar el vector x para obtener: zq = x/x?

d) Calcular y = Az

e) Definir \; = ¢

g) Redefinir z = y y repetir desde b)

Detener el proceso cuando la diferencia entre dos \’s consecutivos sea suficientemente
pequena.

El valor A\; y el vector x son aproximaciones al valor propio.dominante y & un vector
propio asociado.

Ejemplo 6.3.2 Encontrar el valor propio dominante ysun valor propio aso€iado de la matriz
2 1
1979

Solucién: Método de la potencia.

k=20

a) Considerar el vector ini€lal 2 = (142)

b) La primera coordenada mayor en’mdédulo, 22 = 2, y#su posicién, p = 2
¢) Normalizar el vectof\zpara obtener: zq = (1/2;1)

d) Calcular y = &7y =(2,5/2)%

e) Definir \; =2 =%/2

) Redefinir & = y'= (2,5/2)

=1

) La primerd coordenadaimayor en méduloj 22.= 5/2, y su posicién, p = 2
c¢) Normalizar el vector x'para obtener: zo/=74/5,1)

d) Calculary= Az, = (13)5,14/5)"

e) Definir \; = y? = 14/5

) Rédefinir z = y = (13/5, 14/5)

=2

h) La primera coordenada mayor ery médulo, 2% = 14/5, y su posicién, p = 2
¢) Normalizar el vector x para obténer: zo = (13/14,1)

d) Calcular y=Axy=---

Finalmenteé, \; ~ 14/5 y vy ~ z = (13/5,14/5) — (3,3) = v;

o & 0=

~ 02

6.4 Matrices diagonalizables.

El problema que estamos comenzando a estudiar es el de analizar h a través de sus subespa-
cios fundamentales. Supondremos en adelante que V es un espacio vectorial sobre el cuerpo
K, con dim V =n, h € End(V) y {t1,...,t.} los valores propios distintos de h (en general,
r < n = grado del polinomio caracteristico de h).

Teorema 6.4.1 La suma S(t1)+...+S(t,) de los subespacios fundamentales es suma directa.
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Dem.: Sean a; € S(t;), para cada 1 < i <r; supongamos que
ay + ... +a, =0, (x)

debemos probar que entonces a; = 0, para todo i. Veamos la demostracién por induccién
sobre r. Sir = 1 es trivial. Sea r > 1 y supongamos que el resultado es cierto para r -1
sumandos. Aplicando h a la ecuacién (*), resulta:

tiar+...+t.a, =0
y multiplicandola por ¢, y restandola de la anterior:
(ti —t.)ar+ ... + (tp—1 —t,) a, "= 0,
como cada sumando (t; —t,)a; € S(t;) y hay r-1, por” hipdtesis de inducgion, t; —¢,) a; = 0,

parai=1, 2, ..., r-1; pero, como t; # t,. , resultasa; = 0,7 = 1,2,...,7 # 1 y de la expresién
(*) se deduce que a, =0. =

Teorema 6.4.2 S(t;) © ... ® S(t, )= V<= _h admyte una matriz coordenada diagonal.
Dem.: [=] Sea n; = dimS(#). Elijamos bases de los subespacios fundamentales
{a117 B a’lrl}a ¥ 2) {aib ) a’iri}a FX3) {arb RS a’rm-}

Como la suma S(t1)% .45 S(t, ), 68 directa, lai familia’union de Jas bases anteriores es base
de esta suma que”coin€ide con V. Lanmatriz A asogiada a hen esta base serd la que tiene
por columnas las imégenes de h(e,;) en dicha base’(si Y =A X ), es decir,

h(aij) = tl CLZ'j = (0, oo 0, ti, 0, ceey 0)
(observar qile.el€lemento no nulo esta en elilugar ny + ... +n;_14; ), 0 sea que
A= digg(ty, .. .Jti,ta, ..ty ety s ty)

[£] Si A es diagonal, 46s elementos’de dicha diagonal seran los valores propios, por lo
tanto, sera suficiente_agruparlos para ebtener el resultado. m

Definiciéon_6:4.3 Llamaremos endomorfismo diagonalizable a todo endomorfismo que ad-
mata una matriz coordenada diagonal.

Notemos que los elementos de la matriz D diagonal semejante a A es la asociada al mismo
endomorfismo en una base de vectores propios, que tiene como elementos los valores propios
contados tantas veces como su multiplicidad.

Ejemplo 6.4.4 La matriz diagonal del endomorfismo del ejemplo 6.2.10 respecto de la base
{(-1,0,1),(0,1,0),(1,0,1)} es
D = diag(—1,—1,3)
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A continuaciéon daremos un criterio practico para decidir cuando un endomorfismo es
diagonalizable.
Notemos que el polinomio caracteristico se puede factorizar en K en la forma

det(A—t1) = (t— )™ - (t — t,)™ q(x)

donde ¢(x) es un polinomio que no tiene raices en K y m; es la multiplicidad algebraica del
valor propio t;. Por lo tanto, se verifica:

n=m+---+m +dg(q(x)) > m;
i=1
En el caso K =C, por ser algebraicamente cerrado, ¢ es un polinomio constanté, dg(q) = 0
y, por lo tanto, n =mqy + - - - + m,.
Propiedad 6.4.5 dim S(t;) < m;, parai=1,2,...,r

Teorema 6.4.6 h es diagonalizable <=
)mi+---+m.=n
2) dim S(tl) =1my, i:1,2,...,7"

Dem.: [=]h diagonalizable y n; = dimS(t;) =

—n=m+..+n. < +i. +mi=n—=n=niE.+n.=m+ ..+ m,

y como n; < m;,t = 1,2, 41 =>n; =, 1=1,2,..4r.
(<]

dim(S(t1) @ ... S (t)) = dimS(ty) + ... HdimS(tf) = mi + £ +m, =n =dimV =
= S(k))'® ...a S(t,) =V = h es diagénalizable. m

Ejemplo 64.7 /4l endomorfismoh*€ End(R*)/dadepor la ecuacién matricial

2 6 6
Yi=AX, A=|0 2 0
0 -3 —1
tiene éomo valores propios t1.= 2,mqy = 2 yty = —1,my = 1; el subespacio fundamental

S(2)stiene dim S(2) = 3-pg(A-21) = 2; luego, h es diagonalizable y la matriz asociada en
cierta base serd: B =_diag(2,2,-1).

No todos los“endomorfismos son diagonalizables; por ejemplo, sea h con matriz asociada
en cierta hase

1 10
A=101 0
2 01

h no es diagonlizable, ya que sus valores propios son: t; = 1,m; = 3y dim S(1) = 3 - rg(A-I)
=3-1=2 S myq.

En muchas ocasiones es interesante encontrar una matriz sencilla que manifieste clara-
mente la ”estructura” del espacio vectorial en relacién con un endomorfismo, aunque no sea
diagonalizable. A esa matriz mas sencilla le llamaremos matriz o forma canénica de Jordan
del endomorfismo.
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6.5 Aplicaciones.

6.5.1 Potencia n-ésima de una matriz

Dado que una matriz cuadrada A y su forma canénica diagonal D verifican: A = P~! D P,
la potencia n-ésima de A se puede obtener en la forma:

A"=pPDP'PDP ' . . PDP'=PD"P

En consecuencia, basta encontrar la forma candnica diagonal de A y la m@triz de cambio a
la base de vectores propios.

Ejercicio 6.5.1 Calcular la expresion de A" siendo A la matriz siguiente

1 -1 -1
A=1 -1 1 ~1
-1 -+ 1

Ejercicio 6.5.2 Calcular la expresion.deA3" siemdo B la matriz siguiente
011
B=/1 01
110

6.5.2 Raiz de/una matriz

Dada una matriz cuadrada A y'$u forma canénica/diagonal“D verifican: A = P D P~ en
el suuesto de que toédos los valores,propio$ de A séan no-fegativos, una raiz cuadrada de A
se puede obtener’en la forma:

VA = P\/EP_l, siendod/D = diag(\/dy1, ...y \/dpn)-

En consécuencia, otra vez, basta encontrar la forma canénica diagonal de A y la matriz de
cambig a la base de vectores prepios.

6.5.3 Resoluciéon de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

Un sistema des€cuaciones diferencialés lineales representa un problema en el que la incognita
es una fumcién vectorial definida ¢omo una relacion lineal entre ella y su derivada, mas
coneretamente, se puede escribir en términos matriciales como:

X' =AX

Se puede probar que, si se conoce el valor de la solucién X (tg) en un instante ¢y (condiciones
iniciales), existe una tnica solucion.

Para encontrar la solucién correspondiente a las condiciones iniciales X (t) se procede
en la forma siguiente:

a) Se encuentra la forma canénica de Jordan y la matriz de paso
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b) Se transforma el sistema inicial al siguiente: Y’ = JY, siendo
J=P'AP y X=PY

¢) Se resuelve el sistema diferencial lineal en forma regresiva

d) Se imponen las condiciones iniciales: Yy = P~! X para determinar las constantes de
integracion

e) Se realiza el cambio de coordenadas inverso para obtener: X = P Y (¢).

Ejercicio 6.5.3 Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales lineales, etiya matriz y condi-
ciones iniciales son las siguientes

1 -1 -1 1
A= -1 1 -1 |, Xo=Xx00)=1|1
-1 -1 1 0

Ejercicio 6.5.4 Resolver el sistema de ecuaciowes diferenciales lineales, cuya matriz y condi-
citones iniciales son las siguientes

0.1 A 1
B=| 704 0 |/ Xo=xX(0)y=41
¥ 12 0

6.6 Ejercicios para,resolver

Ejercicios de [1] (Meriro) ndimeres 614,62, 65, 67, 142, 143 y 1416
Ejercicios dé [3|(de laiVilla) eapitulo+6, ntimeros 10, 17y 20
Ejerciciog’de las hojas de enunciades de [2] (Palacies).
Ejercicios dé [4] (Arvesu)entimeros 15.21,15:22,15.23, 15.24



