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Chapter 5

Aplicaciones lineales

5.1 Definicién y propiedades.

Definicién 5.1.1 Dados dos espacios vectorialés V y W sobre el mismo cuerpo K , se de-
nomina aplicacion lineal (u homomorfismejdide W en W a toda apli¢acion f:V — W que
verifique:

i)Yo,weV:  flv+w)= f(v) +f(w)
i) Vte K,YveV:  f(tv)=f(uv)

Estas dos condiciones sonsequivalentessa la siguiente:
Virs e Wo g€ Vo fty Fswy=t f(v)+s f(w)

Al conjunto de fodaslas, aplicagién Iineal (u homémorfismé) de V en W se le denomina
Hom(V, W).

Si V coincideicon W la aplicacién Tineal se demomina endomorfismo y el conjunto de todos
los endomerfismos de V.se denota por End (VJ.

Ejemplo571.2 La aplicacion f 'V —"V idefinida por f(x) = x es lineal y se le denomina
homomarfismo unidad.

Ejemplo 5.1.3 La aplicacién f : V. —5 V definida por f(x) = 0, Yv nV, es lineal y se le
denomina homomorfismo nulo.

Ejemplo 5.1.4"La aplicacion [ : V. — 'V definida por f(z) =t z, cont € K fijo, se le
denomina komomorfismo escalar.

Ejemplo 5.1.5 La aplicacion f : Rlz] — Rlz| , definida por f(p) = p’ (polinomio derivada
de p) es lineal.

Se propone como ejercicio.

Propiedad 5.1.6 Vf € Hom(V,W): f(0y) = Ow.

Dem.: Vv € V, f(v) = f(v+0v) = f(v) + f(Ov) = f(v) + Ow,
por lo tanto, f(0y) =0p. =



Propiedad 5.1.7 Yo € V1 f(—v) = —f(v).
Dem.: f(0y) = f(v+ (—v)) = 0w = f(v) + f(—v), por lo tanto, f(-v) = - f(v). m

Propiedad 5.1.8 Si U es un subespacio vectorial de W, entonces, f~1(U) es subespacio
vectorial de V.

Dem.: Sean z,y € f~YU) = f(z), f(y) € U; por lo tanto, Vt,s € K, f(tx + sy) =
tf(z)+ s f(y) € U, y por ser U subespacio = tx+sy € fH(U). =

Propiedad 5.1.9 Si{ay,...,a,} es una familia ligada de V' y f € Hom(V, WY, entonces, la
familia {f(a1), ..., f(a,)} es una familia ligada de W.

Dem.: Que la familia {ay, ..., a,} es ligada = existen escalares t;,....,tn € K | no todos
nulos, tales que t; a1 + ... + t,, a,, = Oy; tomando su imagen per f,

ftrar + ... +tya,) =t flar) + ... + t, f(a,) = Ow (prop.5.16)
con algin coeficiente no nulo, por lo tanto, la familia {f(a,), ..., f(a,)}fes ligada. =

Propiedad 5.1.10 La composicion de aplicaciones lineales es otrafaplicacion lineal
Dem.: Sea h = gof. Se cumple:

Wtz +t' 2') = gof (t ot tea’) = g(f(tx + ¥ 2'))=g(t f(z) +t f(2)) =
=1 g(f(x) + 79 (f(2")) = thi(x) #1" h(z")

Definicién 5.1.11 Las aplicactones lineales inyectivasise denomigan monomorfismos.
Las aplicaciones lin€alesssuprayectivas se denominan epimorfisnos.
Las aplicaciones dineales biyectivas sevxdenominan isémorfismeos

Definicién 5.1.12 Dada f € Hom(VW), se denomiha nicleo de f al subconjunto de V
cuya imagen es‘el Oy, y se weprésenta por ker f, esdecir, ker f = {v € V|f(v) = 0w }.
Se denominafimagen-de f, y seirepresenta pordm f, al conjunto f(V).

Propiedad 5.1.13 Ker f es un subespdcio’vectorial de V e Im flo es de W.
Compruebese.

Definicién 5.1.14 Se.denomina rangdp de una aplicacion lineal f a la dimension del sube-
spacio imagen de f-€s decir, rg f = dim (Im f). (En ocasiones se emplea también la palabra
rango para designar al conjunto imagen Im f).

Propiedad 5.1.15 Una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales es un monomorfismo
st y solo si su nicleo es el vector nulo.

Dem.: : Sea f € Hom(V, W),
(=) Supongamos que ker f # {0y }; entonces, existe v # Oy tal que v € kerf = f(v) =
Ow = f(Oy) = (por ser f inyectiva, por hipdtesis) v = Oy , por lo tanto, ker f = {0y }.
(<) Hipotesis, ker f = {0y}. Sean v,w € V tales que f(v) = f(w) = f(v) — f(w) =0y =
flv—w)=v—wé€kerf=v=uw, luego, f inyectiva. m

Asi como la imagen de una familia ligada de vectores es siempre otra familia ligada, no
ocurre lo mismo con familias libres, como probamos en el siguiente resultado.
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Propiedad 5.1.16 Si f € Hom(V, W), la imagen de toda familia libre de vectores de V es
una familia libre de W si y solamente si f es monomorfismo.

Dem.: (=) Hipétesis, {ay,...,a,} libre = {f(a1),..., f(a,)} libre. La familia compuesta
por un vector v € V,v # 0 es una familia libre = (por hipdtesis) f(v) es familia libre
= f(v) # 0w = v € kerf < kerf = 0y < f es monomorfismo.

(<) Sea finyectiva y {aq, ..., a, } una familia libre de vectores de V. Sea { f(a1), ..., f(a,)}
la familia de sus iméagenes por f. Veamos si ésta es libre o no. Tomemos una combinacion
lineal nula

t1 fla1) + ... + t, flan) = 0w = f(t1a1 + ... + tha,) = ty a3 ... + t, a, Ekerf,

pero, como ker f = 0 por ser f monomorfismo, resulta gve t;a; + ... + t,d, = 0 y como,
ademés, {aj,...,a,} es una familia libre, t; = ...t,, =0k, por lo que, finalmente, la familia

{f(a1), ..., f(an)} es libre. m

5.2 Determinacion de“whaaplicacion lineal.

Toda aplicacion entre dos espaeios véctoriales V 'y W sobre el mismo cuerpo K puede definirse
en funcion de una base de V' y uha familia de vectores de W en la forma que se indica en el
teorema siguiente.

Teorema 5.2.1 SeanViy W dos. espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K. Dada una
base {a;,1 = L. n} de V' 'y una familia {b;,1 ='1,...,n}"de vectores cualesquiera de W,
existe una unica @plicacionylineal

12V — W  tal que #f(a;) =0b;, i=1,...n
Dem.: Basta definir la imagen de.ath vector cualquiera v € V' en la forma siguiente:
v=2vta; +..+v"ag; fv) =" fla) + ...+ 0" fla, =v b+ ...+ 0" b,

Evidentemente, esta“aplicacion es lineal y es tinica. m
Observemos-que la aplicacién lineal asi construida verifica la siguiente propiedad:

Teoréma 5.2.2 a ) f monomorfismo <= {b;, i=1,....,n} es libre
b) f epimorfismo <= {b;, i=1,....,n} es sistema generador de W = Im f
c) fisomorfismo <= {b;, 1=1,...,n} es base de W

Ejercicio 5.2.3 Encontrar una aplicacion lineal f : R* — R? tal que su imagen esté
engendrada por los vectores (1,2,0,-4) y (2,0,-4,-3).

Determinar otra aplicacion lineal g : R* — R? cuyo nicleo esté engendrado por los vectores
(1,2,3,4) y (0,1,1,1).



10

5.3 Aplicaciones lineales y dimensiones.

Veremos en este parrafo como estan relacionadas las dimensiones de los espacios vectoriales
entre los que hay definida una aplicacién lineal. Denotaremos por {e;,i = 1,...,n} la base
canoénica del espacio vectorial K.

Teorema 5.3.1 Un espacio vectorial V sobre K es de dimension finita n si y solo si 'V y
Kn son isomorfos. Este isomorfismo queda determinado si se fija una base de V.

Dem.: (=) Si V es de dimensién finita n , sea {a;,i = 1,...,n} una base<de V, por el
teorema 5.2.1 existe un tnica aplicacién lineal f : K™ — V tal que f(ef'= a;,i =41,2,...,n.
Dicha aplicacién asocia al vector x = YL x;e; € K", el vector-f(z) = y =20, zia;.
Evidentemente, esta aplicacion es biyectiva y, por tanto, isomorfismo.

(<) Supongamos ahora que existe un isomorfismo f entre’ K" y V, y {e;, 7 = 1,...,n} base
de K" |, tal que f(e;) = a;,i = 1,2,...,n (a; arbitrarios,.€n principio). Por ger f isomorfismo
es monomorfismo, por lo tanto, la imagen de la farilia libre f(e;) = d;,i = 1,2,...,n es
otra familia libre de V; ademads, también es epimerfismo, por lo que lasimagen de la familia
generadora f(e;) = a;,i = 1,2,...,n es también generadora; en censecuencia, la familia
flei) =a;,i=1,2,...,n es libre y generadora de¢w, luego una base! asi que dim V=n. m

Consecuencia 5.3.2 Dos espacios vectorigles V 1, Wesobre £l mismo cuerpo K, de tipo
finito, son isomorfos si y solosi dum V =gdim W.

Teorema 5.3.3 Sea V de dimensionsfinita n y sea'f uwa aplicacion lineal entre V y W.
Entonces, se verifica:

dim ker f = dim V - dim Im f
Dem.: Comg' kerf esiun subespacio,de V, dimiker f =" < n. Consideremos una base
{e;;i = 1,...,#} deker f y\ampliémosla_(feorema‘de la_base incompleta) hasta formar una
base {e;,i < 1,4, n} de Vi Come-tes lineal, la familia {f(ey),..., f(e,), f(ers1), .oy f(en)}
constituye/unssistema_generador de Im f (= (M) ); pero f(e1) = 0, ..., f(e,) = 0, luego la
familia {f(er+1)+7, f(e,)} también engendra a Im f. Veamos que esta familia ademads es

libre; en ‘efecto,
Z ti flei) =0 = f( Z tie;) =0
i=r+J i=r+1
es decir, el vector x = > 5 t;e; € ker f | pero a su vez pertenece al complementario de
ker#, por lo que ha desSer z = 0, y como los e,,1, ..., e, son linealmente independientes, sus
regpectivos coeficienites deben anularse. m

Ejercicio.5.3.4 Hallar bases y dimensiones de ker f e Im f, siendo f : R* — R® definida
por. f(xv Y, Z) = <y7 —Y,r + 22)
Solucién: ker f = £71(0), es decir,

y=0, —y=0, z4+2:=0%& kerf =< (-2,0,1) >= dimker f =1

Si {ey, €2, €3 es la base candnica:
Im f =< f(e1), fea), fe3) >=<(0,0,1),(1,-1,0),(0,0,2) >=< (0,0,1),(1,-1,0) >,

luego: dim Im f = 2; y se cumple: dim Im f + dimker f =2+ 1=3=dim R®>. =
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5.4 Expresion coordenada de un aplicacién lineal. Cam-
bio de base.

Sean f € Hom(V.W), B, = {v;,i = 1,...,n} una base de V y B,, = {w;,j = 1,...,p} una
base de W. Sean los vectores {b;,7 = 1,...,n} imagenes de los a; mediante f. Sean X e Y las
matrices columna coordenadas de los vectores x e y = f(x) respecto de las bases B, y By,
respectivamente.

Utilizando matrices se puede escribir:

r=2'v+ .. 2", =o)X, y=ytw .+ yPw, = [wiwsy..wy| Y,  (5.1)

bi = bf wy + ... + b w, = [wywy..wy] By, i=1,2,...,n (5.2)

donde B; es la matriz columna coordenada del vector b; respecto de la base B,,.
Por ser aplicacion lineal, la imagen de x mediante fzSe puede escribir:

y=flx)=fl@'vi+..+2"v,) =2 fo)+...+2%f(vp) =2 by +... +4" b, = [br by .0, ] X
(5.3)
Sustituyendo las (5.2) en las (5.3) e identificando con las (5.1), resulta:

(w1 wy ... wpl Y= [wiwy g} by by ...b, X
Ahora bien, como las coordenadas de un véctor en una base son.jinicas, se debe verificar que
Y= (b by..b,| X (5.4)
Definicién 5.4.1 La"matriz
B = [bybs ...b,)

que tiene por colummnas las coordenadas de las imdgenes de los vectores de la base B, respecto
de la base B, se lé denomina,matriz coerdenadajde f reSpecto de las bases B, y By,

Nétese qug la ahatriz B anterior tiene tantas columinas como la dimension de V y tantas filas
como la diménsién-de W, es decir, B € Mgip,n).

Definicién 5.4.2 A la ecuacion (5.49"se le denomina expresion o ecuacion matricial de f
respectg de las bases B, y B,

La relacién anterior defifie las coordenadas en la base B, del vector y (imagen del x
mediante f) en términes de las coordénadas del vector x referidas a la base B,, por ello
también se denominan ecuaciones de f en coordenadas x e y.

Propiedad.5.4.3 La matriz coordenada de la composicion de aplicaciones lineales es el

producte~de las correspondientes matrices
Dem.: Fijadas bases:

f:Vv—WwW Y=AX
g W —U, Z=BY
h=gof:V —U, Z=0CX

Sustituyendo la primera en la segunda resulta: 7 = B A X. Luego, como la matriz coorde-
nada de una aplicacion lineal es tnica, debe ser

C=BA m
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Propiedad 5.4.4 La matriz coordenada del cambio de la base B a la B’ puede ser interpre-
tada como la matriz de la aplicacion identidad respecto de la base B’y B

Dem.: Basta tener en cuenta que la ecuacién de tal cambio de coordenadas de B a B’ es
X = P X’ e identificarla con la ecuacion de la aplicacién identidad respecto de las bases B’
y B. Observar el cambio de orden en las bases. =

En consecuencia, si la matriz coordenada de la aplicacion f respecto de las bases B, y
B, es A y su ecuacién matricial es Y = A X, considerando el cambio a las nuevas bases B,
y B, vy sus ecuaciones: X = P X, Y = QY resulta:

QY = AP X, es decir, Y = BX, siendo B = Q' AP

la matriz de f en las nuevas bases.

Notese que, fijadas bases, se pueden identificar la aplicacién lineal y su matriz coordenada.
Por lo tanto, la matriz B anterior se puede interpretarcomo la asociada . la composicion
del esquema siguiente:

Vv AN w V' # W no endomeérfismo
x — f(z) B=P1'AQ
(V,By,) LT (W, B) equivalencia (5.5)
] Q ] P V = Wi endgmorfisnig, Q) = P
(V, B,) AL L\W, B.) B=P'AP

semejanza

Ejercicio 5.4,8 Sed la aplicacion\f : R%—— R? definida-por f(z,y,2) = (v - 22, y + 2). Se
pide: i) ses flineal?; ii) ;cuales somlas ecuaciones def en las bases canonicas?; i) ;cudles
son las ecutcignes de f en lastbases (1,1,1),(22,00,(3,0,0) y (2,1),(1,2), respectivamente?;
) hallariker f, Im.ff una base de cada uno A€ ellos; v) hallar f~*(1,1).

Solucién: i) Cada de las componentes de f(x, y, z) estd definida mediante una expresién
lineal yvhomogénea, luego es lineal” También se puede aplicar la definicién para probarlo.

ii)/La matriz coordenada-en las bases candnicas tiene por columnas las coordenadas de
las imagenes de los vectores de una bage respecto de la otra (5.4.1). Asi que:

10

£(1,0,0) = (I50); £(0,1,0) = (0,1), f(0,0,1) = (—2,1) = B = [ 01

_ﬂ,Y:BX

iii) Ahora hay que calcular coordenadas de las imdgenes de los vectores X,, de la nueva
base y expresarlas, Yy, en la base nueva de R?. Si Q) es la matriz del cambio de la antigua a
la nueva base:

f(1,1,1) = (=1,2)ean — (cambio de coord.) V! = Q71 [ -1 1

£(2,2,0) = (2,2)ean — (cambio de coord.) V2 = Q7 2 ]
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£(3,0,0) = (3,0)ean — (cambio de coord.) YV = Q7 [ g ]
Por lo tanto, la matriz coordenada C de f en las nuevas bases sera:

S 4/3 2/3 2]

C=[VvevE = [5/3 23 | Y=CX

También se cumple: C'= Q! B P (segin (5.5)).
iv) ker f = f71(0g2) = {(z,y,2)|r =22 =0,y + 2 =0} =

={t(2,~1,)[t € R} =< (2,-1,1) >

Im f = < f(1,0,0), £(0,1,0), £(0,0,1) >=< (1,0), (0, 1), (=2, LyS=< (1,0), (0;1) >= R>
1) =

v) ST,

Ejercicio 5.4.6 Dada la aplicacién lineal f : Mg (2)<— R? definida por

—{X|BX = (1, 1)} ={(1,1,0) + A (2, -1, 1)T. =

f([z Z )=(a+b—ca+b+db+c+d)

se pide: i) obtener las ecuaciones de fep’las bases

“ ”“ 8],“ H,_? }]deMR(Q)y{(0,2,1),(2,0,1),(0,1,1)}de R?;

i) obtener la imagen de lanatriz M = l _21 g 1

13

Solucidn: i) Segun el esquemay(h.5)yhace falta cénocer lasmatriz A de f respecto de las
bases canonicas; para ello‘hay querencontrar las intdgenes<e la base canénica {eq, g, €3, €4}

que son:

f(el) = (17 1,0),f(62) = (17 L, 1),f(€3) = <_1707 1),f(64) = (07 L 1)

por lo quedta matriz A coordenada en las bases candnicas serd:

11 -1 0
11 0 1

01 1 1

A=

En' consecuencia, la'matriz respecto de las bases dadas seré:

1/2 0 0 —1
B=Q'AP=1|1/2 0 0 0|,
2 11 4

siendo P y Q las matrices que definen los cambios de base en el espacio inicial y final,

respectivamente, es decir:

= NN O
= O N
)

] :

— = =
O~ O
_ o O O
=)
O
Il
| — |
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5.5 Equivalencia y semejanza de matrices.

Como hemos visto, al realizar un cambio de bases en el espacio inicial y en el final, las matrices
coordenadas de una aplicacién estéan relacionadas por la igualdad (5.5). Se presenta ahora
de manera natural la siguiente

Definicién 5.5.1 Dos matrices A, B € Mg(p,n) se dicen equivalentes, y se escribird A ~
B, si existen matrices requlares Py () tales que:

A~B<=B=Q 'AP

Es decir, matrices equivalentes son todas las asociadas a una misma aplticacién lineal en todos
los pares de bases posibles. Como la equivalencia de matrices es uria relacién de gquivalencia,
cada aplicacién lineal define una de esas clases. El representante mas simple de una clase es
la matriz que aparece en el siguiente

Teorema 5.5.2 Si rg f = r < n, entonces su matriz A coordenada en cualquier base es
equivalente a la siguiente:

0.0
Dem.: Es suficiente escoger basés dél espacio injeial V y final W adecuadas. Para ello,
tomamos una base {€,1, ..., €, p#del kKer f. Acontinuagion, la.ampliamos hasta conseguir una
base de V, {e1, ..., €., €11, .46, o+ La faniilia {ay, ..., 4.} = {f(€P).... f(e,)} es una base de
Im f. Ampliémosla hasta€onseguir una base de W, {ay, 4., a,}. Observamos que la matriz
coordenada de f en lasbases’construidas es la’ deseada. / m

A~ [Ir O} e Mr(p,n)

Ejercicio 5.5.3 Seéa g #R* % R*dada porig(x,y, 4,t) = (x =y + 2,y + 2 —t, 2+ 22 — 1)
a) Calcular ld@ matriz coardenada de.g en bases €andnicas’de ambos espacios.
b) Demostrar qie ker g\ tiene dimensidn 2.
¢) Calcular uha base de\ker g..blamar a susjelementos as, ay.
d) Darfdos‘vectores de R (a1 y ay) de forima“que a1, ay, as, ay sea base de R*
e) s Por qué seplede afirmar que by = g(ai) y ba = g(az) constituyen una base de Im(g)?
f) Dawii tercer vector bs de formaquei{b,, by, b3} sea una base de R3.
g) Sin realizar ningin cdlculo adi€ionalf escribir la matriz de g en las bases {ay, as, ag, a4}
de R* 2y {b1, by, b3} de R®. en_elapartado anterior.

Ejercicio 5.5.4 Sea f .Rs[z] — R3] dada por:

Fol) = [ p(t)dt +p/(a)

ajl Hallgr"la matriz coordenada A de f respecto de las bases candnicas de Ro[z] y Rs[x].
b)*Matriz coordenada B de f respecto de las bases {1,2x,32*} y {1,x+ 1,2% + 2,23 + 3}
¢) Hallar dos matrices requlares P y @ tale s que B = P A Q.

Semejanza de matrices

Si se consideran endomorfismos, es decir, f € EndV, parece natural utilizar la misma
base en el espacio inicial y final. Se presenta asi la definicion siguiente, que es un caso muy
particular de equivalencia.
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Definicién 5.5.5 Dos matrices A, B € Mg(n) se dicen semejantes, y se escribe A ~ B, si
existe una matriz reqular P tal que:

A~B<«B=P'AP

Es decir, ya que la relaciéon anterior es la de las matrices asociadas a un mismo endomorfismo,
matrices semejantes son todas las asociadas a un mismo endomorfismo en todas las bases
posibles. Como la semejanza de matrices también es una relacién de equivalencia, cada
endomorfismo define una de esas clases.

.Cual es ahora la matriz mas simple de una clase de semejanza?. Vefemos la respuesta
en el capitulo siguiente.

De momento tenemos una regla para relacionar matrices egdivalentes, (f /' — W)y
otra para matrices semejantes, (f € EndV),

4 . w V7= W no endomorfisimo
x —  [flz) B=P1'AQ
(V,B,) 4, (W, Bg) equivalencia (5.6)
‘ Q ] F VA="W/_endemorfismo
- . it
(V,B) —#5 AW, By) B=g~4r

semejanza

Ejercicio 5.5.6 Séa f ui éndomarfismo de R? definido por:
2,1,0) = (4, =1,2)xy f(0;4,2) = (0,2,1),~ f(1,0,1) = (1,1, 3)

Se pide:

a) Bases de dm [ y.d¢er f.

b) Matriz éoordenada A de f respecto deda base {(2,1,0),(0,1,2),(1,0,1)}.
c¢) Matrig coordenada B de f respectosde lafbase candnica.

d) Hallar una matriz P tal que &= PBPR™.

5.6 Ejercicies para regolver
Ejercicios de-1] (Merino) ntmeros 33, 34, 37, 38, 40, 112, 43, 103

Ejercitios de [3] (de la Villa) capitulo 2, nimeros 3, 9, 17
Ejercicios de las hojas de enunciados de [2] (Palacios).



