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Chapter 4

Espacios vectoriales

4.1 Vectores libres del espacio erdinario.

Introduciremos el concepto de vector a partir deda idea de vector libreidel espacio ordinario.

Definicién 4.1.1 Llamamos vector fijoeAB dejorigen A y extremeo B al segmento ordenado
AB (AB # BA).

Llamemos F al conjunto detodes los véctores fijos del espacio ordinario. En F podemos
definir la relacién de equivalencia = siguiente

Definicién 4.1.2 Dog"vectoresnfijos son equipolentes, iy escribiremos AB = A’B’ | si el
poligono ABB’A’ esun paralelograino.

Se prueba inmediatamente que, la relaciéon = es’de equiyalencia y, por lo tanto, clasifica
a F en clases disjuntas y no vacias:

Definicién 4.1.3 Llamamos vector libre del espatio ordinario a cada una de las clases de
equipolengéiaile vectoTes fijos deidicho espaciogies decir, a cada elemento del conjunto cociente

F/=.

Sabémos que para cada punto.@ del espacio ordinario y cada vector libre a existe un tinico
vector fijo con origen en O gute pertenede a la clase a ; por lo tanto, podemos decir que el
conjiinto de vectores fijos«¢on origen en fin punto O es un sistema completo de representantes
de F/=. En consecuericia, podemos définir las dos operaciones siguientes

Definicién 4¢1.4 Llamaremos suma de vectores libres a y b de F/= al vector libre, que
denotaremos a + b , definido de la;manera siguiente: si AB € a, tomemos un representante
de<b~con origen en B, sea BC; el vector fijo AC define una clase de equipolencia, el vector
libre a + .

Este vector libre esta bien definido porque cada clase de equipolencia tiene un tnico
representante con origen en A.

También podemos escribir:

AB=A'B yBC=BC = AC=AC

(que suele denominarse teorema restringido de Desargues) y representa el hecho de que
= es relacién de equivalencia compatible con la suma de F.
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Teorema 4.1.5 FEl conjunto de los vectores libres del espacio ordinario tiene estructura de
grupo abeliano con respecto a la operacion suma anterior.

La relacion de equipolencia = también es compatible con la operacion producto de un vector
fijo por un escalar (ntiimero real), es decir, AB= A’B’ = t AB =t A’B’, por lo que podemos
definir la operaccién externa siguiente

Definicién 4.1.6 Llamaremos producto de un nimero real t por un vector libre a al vector

libre t a definido por t a = [t AB]

Notemos que t AB es otro vector fijo de la misma direccién, mismo oerigen, longitud t veces
la longitud de AB y sentido el mismo o contrario que AB segin qué t sea positivé o negativo.

Teorema 4.1.7 F/= verifica con respecto a las operacione$ anteriores las siguientes propiedades:
5) t(a+b) = ta + tb, ¥t,s € R,Va,b € F/ = 6) (t+s)4 = ta + sa, Vt,s &R,Va € F/ = 7)
t(sa) = (ts) a,Vt,s e R,Na € F/=8)1a=ua,Ya€ F/ =

Demostr.: Inmediata.

4.2 Espacio vectoriad: definicion, propiedades.

Como abstraccién de la estruetura‘que posee el conjunto de lés veetores libres del espacio or-
dinario con respecto a la suta de vectores libres y el produgto de vectores por niimeros reales,
llegamos al concepto de’espacio.vectorial. Como consectiencia, la nomenclatura utilizada a
partir de ahora coingidird“con lajde los vectores libres.

En adelante, consideraremos un cuerpo conmutativo K, cuye$ elementos (que llamaremos
escalares) denogaremos por las letras t,8x¢ o bien z y;, z;, etC.

Definicién4.24 Llamaremas_espacio vectorial sobre el cuerpo K a un conjunto V dotado
de una opéragion interna—{+)\y una operacion_etterna () con operadores en K respecto de
las cuales verifica-las siguientés propiedades:

1) prop. *asociativa: a+(b+c) = (a+b)#t, Ya,b,c € V

2) existéncia elemento nulo: existe0 € Vi tal que 0+ a=a+0=a,Ya eV

3) exigtencia elem. opuesto: Ya'€ V., existe —a €V tal que —a+a=a+ (—a)=0

4) prop. conmutativa: a+b"= b+a , Yajb eV

5) tla+b) = ta + tb, ¥t;s € K,Ya,b &V

6)i(t+s) a = ta +3a, Vt,s € K,Ya &V

7) t(s a) = (t8) a, Vt,s € K,Ya € V]

8) 1k a.="a ,Va eV ( 1k es el elemento unidad de K)

Observemos que V con respecto a + tiene estructura de grupo abeliano y, en consecuencia,
todo lo dicho para grupos es valido sin modificacién para espacios vectoriales. Si no hay
confusién, denotaremos por 0 al elemento neutro de V y al de K, caso contrario, escribiremos
Oy v Og, respectivamente. Téngase cuidado en no confundir las operaciones de V con las de

K.

Ejemplo 4.2.2 FEl cuerpo K con la operacion + considerada como interna y el producto .
considerado como externa sobre el propio K como dominio de operadores.
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Ejemplo 4.2.3 El conjunto V de las sucesiones f de elementos del cuerpo K,
V={f:N— K},

dotado de las operaciones siquientes:
(+) (F+g9)(n) = f(n) + g(n)
() (t-f)(n) =1 f(n)

es un espacio vectorial sobre K.

Ejemplo 4.2.4 El conjunto K[x] de los polinomios en una indeterminada con cgeficientes
sobre el cuerpo K respecto de la suma de polinomios y el producte” de un escalar por un
polinomio.

Ejemplo 4.2.5 El producto cartesiano V de n espacios-vectoriales,
V=VixVex..xV,={(a,...a,)|a; € V;,i =1,2,.4n}

con las operaciones siquientes:

(+) (a1, ...,an) + (b, ..., bp) = (a1 + bys™. 50, +by,)
(-)t(ay,...,a,) = (tay, .. tay,), t d€ uw cuerpo K

es espacio vectorial llamado espuciofvectorial producto.

Consecuencia 4.2.6 0t =0y,Va &V
Demostr.: (t40) a = ta +0a =ta = Oxa = Dyra

Consecuencia 442.7 40y = Oy YVt &K
Demostr.: (0 # a) £ t0 fta = tay= tOn=0y. =

Consecuencia’4.2.8 ta =0yp= 1t =0x 0 a =0y

Demostr.; Siipongarmos que t % 0 = t~! € K* por lo que t '(ta) =a =170y =0y . =

Consecuencia 4.2.9 (—t)a = —(tay=t(#a),YVa e V,Vt € K

Demogtr.: Como t+(-t) = 0, sefiene: (t#4(-t)) a = ta +(-t) a = 0V = (-t) a = -t a.
La ofra relacion se prueba-gnalogamente. m

Consecuencia 4.2710 t(a — b) = ta/~tb,Va,b € V.Vt € K

Demostr.: t(ab) = t(a+(-b)) = ta # t(-b) = ta-th. =m

4.3 Subespacios vectoriales. Suma directa.

Definicién 4.3.1 Un subconjunto S no vacio de un espacio vectorial V sobre K se dice sube-
spacio vectorial de V si posee estructura de espacto vectorial respecto a las dos operaciones
de V.

Teorema 4.3.2 (de caracterizacion).- Sea S # 0 y S C V, entonces, S es subespacio vecto-
rial de V<= Va,be S\Vt,s€ K :ta+sbe S.
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Demostr.: [=] Si S es subespacio vectorial de V| S es estable respecto de (-) y respecto de
(4), luego: Va,be S,Vt,s € K :ta+sbe S

[«<]| Tomando t=1 y s=-1, la hipétesis implica: a—b € S,Va,b € S, es decir S es subgrupo
de V.

Tomando t=t y s=0, resulta ta € S, es decir, S es estable respecto de la operacion
externa.

El resto de las propiedades se verifica trivialmente por ser S C V. m

Ejemplo 4.3.3 El conjunto S = {(0,as, ...,a,)|a; € K,i=2,...,n} es un_subespacio vecto-
rial de K".

Ejemplo 4.3.4 Sean Si,Ss, ..., S, subespacios vectoriales desV; se define el subconjunto
suma mediante: S1+ Sy + ...+ S, ={a € V]a=a; + ... Fa,,a; € S;;i = 1,2,....,n} Pues
bien, el subconjunto suma con respecto a la suma de n-#iplas y al productoipor escalares del
cuerpo K es un subespacio vectorial de V llamado subespacio vectorial suma.

Se propone comprobarlo como ejercicio.

Ejemplo 4.3.5 La interseccion de n swbeSpactes vectoriales de V' también es subespacio
vectorial de V.

Probarlo como ejercicio.

Ejemplo 4.3.6 Dados los éspacios vectoriales Vi, i = 1,2.4...n, séan S;,;1 = 1,2, ....n sube-
spacios vectoriales respectwos;i €l producto cartesiano de los S;,1 = 172, ...,n es un subespacio
vectorial del productoscartesianoidedos Vi, 1 = 132, .

Propiedad 4.3.7 Lassuma, Siv+:S2 % ... + S, de subespacios es el menor subespacio que
contiene a S;, "= 142, ....n

La interséccion de subespacios es.el"mayor subespaeio contenido en todos ellos.
Demostr.: i) Ya hemos vistoyque es subespaciofveetorial.
i) S5 U S Ul USyC S; + Sgi+ ... +.5,. Enefecto, notemos que los vectores de la forma
r=a;+047+0,...,x = 0+...4+ 0+ ayPertenecen a la suma, es decir, S;¢S; +S2+ ... + 5,
= S1USU...US, C S+ 5 +...4#5,.
iii) Sea’S un subespacio que contiene a la unién, si a; € S; = aq,as,..,a, € Sy, por ser S
subespacio, a1 +as + ..+ ay€ S = S1 4+ S+ ...+ 5, CS

Ejemplo 4.3.8 Sean™S, = {x € R*|#; = 0} y Sy = {x € R? |z, = 0}, entonces, S; + Sy =
R3, S1U Sy = {l’ S ]R3|ZL‘1 =0,29 = O}

Ejemplo™4.3.9 Sea S} = {A € Ms(R)|aj; + aze = 0} y Sy = {B € My(R)|ajs + as; = 0},
entonces S; + Sy = {C € My(R)|C = A+ B} = My(R) S1U Sy ={D € My(R)|ay; + ax =
0 ya12+a21 :O}

En general, hemos de tener en cuenta que la unién de subespacios no tiene por qué ser
otro subespacio.

Definicién 4.3.10 La suma de n subespacios, Sy + So + ... + 5, se dice suma directa y se
escribe S1 D Sy D ... DS, si cada elemento a de S1+ Ss+ ...+ .5, admite una expresion unica
en la forma a=a;+as+..+a, cona; € S;;1=1,2,....n
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Teorema 4.3.11 Sean Si, 5, ..., S, subespacios vectoriales de V. Entonces son equivalentes
las siguientes proposiciones:

1) La suma de los subespacios es directa

2)Siay+as+..+a, =0 cona; €5;,i=1,2,....n, entonces, a; =0,i =1,2,...,n

3) Para cada i= 1,2,...,n, tal que S; NS, # 0, se verifica: S; NS, = {0}, siendo S, =
S14+82,... 48 1+Sip1+ ... +S,1=1,2,...n

Demostr.: Supondremos que n = 2, el caso general es analogo.

[1) = 3)] Supongamos que la suma es directa y que S; NSy # {0}. Entences, sea
$€Slm52,$7é02>$651y5L‘652:>ZE:I‘+0651+SQ x:()+x651+52y,por
ser la suma directa, resulta x = 0, en contra de la hipdtesis.

[3)=1)] Supongamos que S; N Sy = {0} y que la suma no-gea directa. Entonces, si
x € S1+ S5 se podrd escribir x =y + vy =2z + 7’ con y # 2% y # 2/, de donde, restando,
(y-2)+(z-y)=0esdecir, 0 £ y—z=2'—y #0,per6, y—z € S1y 2/ #y € Sy , luego
y—z=2 —y =0€ 5, NSy, esdecir, y=zyy = 2

[ 1) < 2)] se propone como ejercicio.m

Ejemplo 4.3.12 Sea V = R? y sean los sigiientes subespacios de V:
Sl = {(O,.TQ,.I‘:;)‘SL’Q,ZL’g S R}, SQ = {(371,0,373)|.T1,.T3 S R}, Sg = {(I1,0,0>|I‘1 S R}
La suma Sy + S5 = {(x1, x9, w371 ,4, x3€ R} es.directa; sin embargo, las sumas Sy +
Sa, S+ S3 no son directas, puestorque Sy S; = Sy N Sy= {(0,0,t3)|t3 € R} # {(0,0,0)}
y So N Sé =5 NS3 = {(t1,0,0)|t1 € R} 75 {(0,0,0)}

Las comprobaciones-dé\que las swmas anteriores no son directas'se pueden realizar tam-
bién mediante la propiedad i) delfeorema 4:3.1130 bien, por la propia definicién de suma
directa.

Ejercicio 4.3¢13 Probar que la aplicacion f : S1x So =5 S1 + Sy definida por f(xy,22) =
1+ xo es bayectiva si y solo si S1.4Sy es suma direeta.

Definicidon 4.3.14.-Dos subespacios vectoriales de V se dicen subespacios suplementarios si

S1 @ Sy ==

Ejemplo 4.3.15 En el ejemplo 475.12, los subespacios S1 y Sa son suplementarios, ya que
S1e8=V.

4.3.1 Espacio“vectorial cociente

Fijado un subespacio vectorial S d¢ V, queda definida en V una relacion de equivalencia:
a=bsa—be S Va,beV

Consideramos el conjunto cociente V/ =, que denotaremos V/S,
V/S ={[a]| =a+ Sla eV}

y en ¢l las operaciones inducidas de las de V:

(+)(a+S)+(b+S)=(@+b)+S

()t(a+S)=(ta)+S

El conjunto V/S, respecto de las operaciones + y . anteriores tiene estructura de espacio
vectorial.
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Definicién 4.3.16 Denominaremos espacio vectorial cociente de V con respecto a S al es-
pacio vectorial (V/S, +, . ).

Ejemplo 4.3.17 En R?, el subespacio D = {(z,z)|x € R} da lugar al subespacio vectorial
cociente R* /D = {(x,y)+Dl|x,y € R} constituido por las rectas de R* paralelas a la bisectriz
del primer cuadrante.

4.4 Combinaciones lineales. Clausura lineal.
Sea {a;,i = 1,2,...,n} una familia finita de vectores del espacio vecterial V sobrg K.

Definicién 4.4.1 Se denomina combinacion lineal de losVectores de la familia {a;,i =
1,2,...,n} a cualquier vector de la forma a = tyay + ... t, a,,t; € K,;i =71,2,...,n. A los
escalares t; se les llama coeficientes de dicha combinacion lineal.

Observemos que el vector nulo es combinagidn de los vectores de ¢ualquier familia.

Teorema 4.4.2 FEl conjunto de todasdas.combinaciones lineales de la familia {a;,i = 1,2,...,n}
es un subespacio vectorial de V y€s el minimo que‘contiene adodos los vectores a;. Lo de-
notaremos por K(aq, ...,a,) =K (a7, o bien < ay, ...,a, >.

Demostr.: 1) Es subespacigvectorial de/V. Sean z,y € K(ai), es decix, x =ty a3 +...+1, a, =
Potia, y=tha +A e, =" tha, =t Hsy'=>"  (tti + st.) a; que pertenece

a K(a;).
2) Es el minime. En efecto, séasS un subespaciofvectorial de V que contiene a {a;,i =
1,2,...,n}, entonces, tamhién contiene &, todas sus ¢ombinagiones lineales, es decir, K (a;) C

S. m

Definicién 4.4.3 Al subespacio vectorial de todas las combinaciones lineales de los vectores
de una familia {fai;i = 1,2, 5. n} le llamaremos clausura lineal de los vectores de dicha
familia.

Definicién 4.4.4 Si un subespatio vectorial S coincide con la clausura lineal de una familia
{a;,i7=1,2,...,n}, se diceque S es el subespacio vectorial o la variedad lineal engendrada
porHa;,i=1,2,....n} ytambién que {a;,i =1,2,...,n} es un sistema generador de S.

Definicién 4.4°5 Si V es la clausuga lineal de una familia finita {a;,i = 1,2, ...,n} se dice
que V es_de tipo finito.

Ejercicio 4.4.6 K(a;) = K(a};) < todo vector de la familia {a;;i = 1,2,...,n} es combi-
nacion lineal de la familia {a;,i = 1,2,...,n} y reciprocamente.

Definicién 4.4.7 Dos familias de vectores de estas caracteristicas se dicen familias equiva-
lentes.

Propiedad 4.4.8 La clausura lineal de una familia {a;,i = 1,2,...,n} coincide con la in-
terseccion de todos los subespacios que la contienen.



M. Palacios 4. Espacios vectoriales 13

4.5 Dependencia lineal. Base.

Definicién 4.5.1 Una familia finita {a;,i = 1,2,...,n} de vectores de V se dice ligada si
existen escalares {t;,i =1,2,...,n} tales que Y1 t; a; = 0 con algun t; # 0. Se dice también
que los vectores son linealmente dependientes.

Definicién 4.5.2 Una familia de vectores {a;,i = 1,2,...,n} se dice libre, si > ;t;a; =
0=t =..=t,=0. Se dice también que los vectores de la familia {a;,;i =1,2,....n} son
linealmente independientes.

Ejemplo 4.5.3 En R?, los vectores (1,-1,0), (0,1,0) y (1,1,1) souTinealmentefindependi-
entes. En cambio los vectores (1,1,2) y (3,3,6) son linealmente-dependientes.

Ejemplo 4.5.4 En el espacio vectorial C‘>® [0, 1] de las” funciones contindias y derivables
definidas en el intervalo I = [0,1] y con valores en R, dus funciones sen y ¢bs son linealmente
independientes.

En efecto: t sen + s cos = 0 <= t sen x.#%s cos x, Vo € [0, 1].
También se ha de cumplir que su derivada’se apuléy es decir, t cos’x - s sen x = 0, Vz € [0, 1]
Resolviendo el sistema en t,s resulfa t= s ='0.

Ejemplo 4.5.5 En My(R),las matrices
NN g 0P 05 2
J R I T,sti=lyj=m

son linealmentedindependientes.
En efecto: Zz%j:l tij By =03 t,;=0¢1,7 =12

Ejemplo 4.56 En Ryfr] las familias {1, 2, 227 2"} y {1, 1 —2,(1 —2)%, ..., (1 —2)"} son
sistemas igeneradores y libres.

Consecuencia 4.5.7 510 € {a;,i= 1,2,i..,n} entonces, la familia es ligada.
Consecuencia 4.5.8 La-familia {a;,i=1,a; # 0} es libre.
Consecuencia 4°5.9 Una familia con un vector repetido es ligada.

Conseetiencia 4.5.10 Una familia {a;,;i = 1,2,...,n} es ligada si y solo si uno de los
vectores es combinacion lineal de los restantes.

Demostr.: Sea la combinacién lineal ¢ a; + ... + t,, a, = 0 con algtn ¢; # 0.
Supongamos que es t; 0 =t;' € K =

tr (tay + .+ than) = a1+t Heag + .t e, = 0=

= ay = —1] tyay — ... — 1] tpa,.

El reciproco es trivial.m
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Consecuencia 4.5.11 Una familia {a;,i = 1,2, ...,n} es libre si y solo si ningin vector ai
es combinacion lineal de los restantes.

Consecuencia 4.5.12 Si {a;,i = 1,2,...,n} es libre y x € K(a;), = los coeficientes de la
combinacion lineal x = tia; + ... + t,a, estin determinados univocamente.

Demostr.: Supongamos que existieran otros coeficientes, se tendria a la vez:
/ /
r=ta +..+t,a, =ta1 + ...+ 1,a,,

luego (t; — t))ay + ... + (t, — t),)a, =0

y como por hipétesis {a;,i = 1,2,...,n} es libre, se tiene t; = t;,i =1,2,...,.n. =
Definicién 4.5.13 Se denomina base de V a una familia f6;,i = 1,2, ...,n}de vectores de
V que es 1) sistema generador de V y 2) libre.

Aunque esta nocion es valida para espacios vectoriales cualesquiera; en adelante, consi-
deraremos solo espacios vectoriales de tipo finito.

Teorema 4.5.14 La familia {a;,i =4, 2{...,n} essbase de V si y'solo si V =K(ay) & ... &
K(ay)
Demostr.: [=] Por ser base, la'tamilia es Jibre y generadora,es.decir,
Ve eV :x=ta + ...+ tyd, con t; ini€os, es decir,
T =+ ... + z, con x;=pt;af Gnicosso sea, V. = K(a,) ® ... ® K(ap).
(<] Es inmediato,/ m

Corolario 4.5.15 Ura famulia{a;,i=.1,2,...,n} ¢5 base de/V si y solo si todo vector de V
se puede expresar dé modo, unico ‘€omo combinacion lineal’de los {a;,i = 1,2,...,n}.

Propiedad 4.5.16 Una familia {a;,i = 1,2, .4 n¥es ligada <= contiene a una subfamilia
{a}} tal que K (a;).= K(a;)
Demostri. {=5] Por ser {a;,i = 1,2, ..., n}digada, uno de ellos (por ejemplo, a;) es combinacién
lineal deflos demds, asi que a; = taae™ ... ¥t,a,, luego, six € K(a;) : ¢ = sya1+ ...+ Spa, =
si(taag+ ... + t,a,) + ... + 8,0,7€ K (a})fes decir, K(a;) C K(a})

Ademis, evidentementesK (a}) C Kfa;).

[<=] Si se verifica la"hip6tesis, haide existir a; € {a;,i = 1,2,...,n} vy a;¢ {al,i =
1,2,...,n} con a; =tha) + ...+ tha, & {a;,i=1,2,...,n} es ligada.m

Teorema 4°5.17 Todo espacio vectorial V' # 0 de tipo finito posee al menos una base.

DemeStr.: Por ser V de tipo finité = posee un sistema generador, sea {a;,i = 1,2,...,n} ,
es decir, V = K(ay,...,a,). Si{a;,i = 1,2,...,n} es libre, el teorema estd probado. Caso
contrario, por el teorema 5.9, existe una subfamilia {a}} tal que K(a;) = K(a) que puede
ser libre o ligada.

La demostracion se acaba repitiendo el proceso un niimero finito de veces, hasta conseguir
una familia constituida al menos por un vector que forzosamente ha de ser libre. m

Teorema 4.5.18 (de la base) En un espacio vectorial V de tipo finito, todas las bases poseen
el mismo numero de elementos.
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Demostr.: Sean {a;,i = 1,2,...,n} y {bg, k = 1,2,...,p} dos bases de V, queremos probar
que n = p. Para ello vamos a ir sustituyendo vectores de {a;,i = 1,2,...,n} por vectores de
bk.

En primer lugar, consideramos la familia {b, ay, as, ..., a,} que es ligada, puesto que al
ser {a;,i = 1,2,...,n} base de V, cualquier vector de V se puede expresar como combinacién
lineal de ellos; por lo tanto, existen §,%,...,t,, € K, no todos nulos, tales que s}b; + tja; +
.+ tha, = 0(s] # 0), en donde alguno de los ¢, ha de ser no nulo, pues, caso contrario,
siby =0y s| # 0= b; =0, absurdo.

Por lo tanto, supongamos que t] es no nulo = a; es combinacién lirieal de la familia
{b1, as, ..., an} que es un sistema generador de V (t 5.9).

Tomemos ahora la familia {by, bs, as, ..., a, } que es ligada, poreue by es combinacién lineal
de la familia {b1, as, ..., a, }.

Por lo tanto, deben existir n+1 escalares s”1,5"9,t"27...,t",, € K, no tedos nulos, tales
que s”1by 4+ 8"9by +1t"2a9 + ... +1t7,,a, = 0, en donde alguno de los t”; ha dg¢'ser no nulo, pues,
caso contrario, s”1by + s79bs = 0y §71 # §79 # 0 que es absurdo por sef b; y by linealmente
independientes.

Por lo tanto, supongamos que t”, es.fio'nulo = as es combinacion lineal de la familia
{b1,bs, a3, ...,a,} que es un sistema getierador de Vi(t 5.9).

Este proceso puede continuargé, caso de.que p <\ n;-hasta ebtener la familia generadora
101,50y, g5 sy )

Si p = n tendriamos el sistemia generador {by,..,0,} (*)

El caso p > n no puede, ogtixrir, ya‘que si asi fuese; enfel paso n-ésimo anterior resultaria
la familia generadora ™) ;j«de modo que los vecteres {b, 1, .., b, } Serfan combinacién lineal
de {b1,..,b,} que eg'unagbase'de V. 5En resumen, p <sn

En forma similar podemes razonar‘eambiando vectores dela base {by, .., b,} por vectores
de la base {ays..., as }, hasta‘concliir que'p > n.

En definitivayp = n. =

Definicidn 4.5.19.-8¢ denomgna dimension (6 rango) de un espacio vectorial de tipo finito
al numero de“€lementos de una base cualquiera del mismo. Se denota por dimg V.

Defini¢ién 4.5.20 Se denomina+ango dé un sistema de vectores {by, ...,b,} a la dimension
de sujclausura lineal. Por comvenio, dimf {0y} = 0.

Fijada una base {af, ..., a,} de V, queda definida una aplicacién biyectiva
g:V—K,
mediante g(a) = ( ty,...,t,) si a =tia1 + ... + t,a,.

Definicién 4.5.21 La aplicacion anterior se llama sistema coordenado. La i-ésima compo-
nente t; de g(a) se denomina coordenada i-ésima de a respecto de la base {ay, ..., a,}.

Definiciéon 4.5.22 Se llama sistema libre mazximal, F , a un sistema libre de vectores tal
que si ' C F'F' # F, entonces F’ es ligado.

Definicién 4.5.23 Se llama sistema generador minimal de V a un sistema G generador de
V tal que si G' C G,G" # G, entonces G’ no es sistema generador de V.
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Teorema 4.5.24 Las siguientes proposiciones son equivalentes:
1) F es base de V.
2) F es sistema libre mazimal de V.
3) F es sistema generador minimal de V.
Demostr.: [1)=2)] Sea {ay, ..., a, } base de V. Cualquier sistema que lo contenga propiamente,
{a1, ..., a5, b1, ..., by}, no puede ser libre, pues b; es combinacién lineal de {a4, ..., a,}; por lo
tanto, {ay, ..., a,} es sistema libre maximal.
La demostracion de las restantes implicaciones se propone como ejercicio.m

Teorema 4.5.25 (de completar una base).- Sea V un espacio vectopial de dimiV = n y
sea {ay,...,ap},p < n, una familia libre de V. Entonces, se pueden encontrar g-p vectores
{aps1, ..., a,} de V tales que la familia {ay, ..., ap, api1, ..., 4, } €8 una base de V.

Demostr.: Como p < n , existe por lo menos un vector,a, .+ de V tal que fay, ..., ap, ap41}
es libre. En efecto: caso contrario, a,;; seria combinaeion lineal de p vegtores libres de V,
siendo p < dim V = n, lo que es absurdo.

Repitiendo este proceso n-p veces, construiriaimos la familia libre {ay, ..., a,, api1, ..., an}
que por tener n elementos (t* 4.5.24) tambiéf seria generadora de V| luego seria base.m

Ejercicio 4.5.26 Sea el espacio vectopial R* y lafamilia {ayas}, a1= (1,1,0,0), ay =
(0,1,0,1). Completar dicha familit ha@Sta conseguir una base dé R*.

Solucién: K (a1, as) € R* y{apsas} es dibre evidentemente. Por ¢l teorema 4.5.25, existen
as, ay € R* tales que {aay, a, a4} es’base de R* . Escojamos as ¢ K (ay, as); por ejemplo,
az = (1,1,1,0) que verifica s, #(1,1,0,0) + §(031,0/1)
Ahora escogemo$ ay & K (ay, ag,a3), es decir, ay #t(1,1,0,0)4 s(0,1,0,1) +r(1,1,1,0)
La familia {af, as,ds3, a4 1 ashelegida, es una base’de R* | ¢6mo ficilmente se puede com-
probar.m

Corolario4.5:27 Sea V de.dim V = n. Entonces;
una familia de nwectores'de V es base <="es libre <= es sistema generador.

Teorema 4.5.28 (de substitucion) Sea{ad, ...,a,} una base de V y {by,...,b,},p < n, una
familia dibre. Entonces, se puedenssustituir p vectores de {ay,...,an} (salvo reordenaciones)
por {bi,....,b,} de modo que lafamilia {by, ...,b,, ap+1,...,a,} es otra base de V.

Demostr.: El proceso consiste en ir afiadiendo un b;, a la familia {a,, ..., a, } y extraer un a;
de la familia resultant€ hasta introdugirlos todos, en la forma expresada en la demostracion
del teorema 4.5.18"m

Ejercicio4.5.29 Sea R, [z] y la base {1,z,...,x"}. Introducir en esta base los vectores
p(y=1+1+ 22 q(z) =z + 2° + 2.

Solucién: La familia {1 + z + 2% 1,2,...,2"} es ligada y, como 1 +z +2? = 1 + z + 2 +
023+ ...+ 02", por ejemplo, x depende linealmente de los restantes y lo podemos sacar de
la base inicial.

La familia {z + 2% + 2%, 1 + x + 2%, 1,22, ..., 2"} es ligada y, como ¢(z) = = + 2* + 23 =
l+ax+224+ (1)1 4+ 02>+ 123+ ...+ 02", por ejemplo, 23 depende linealmente de los
restantes y lo podemos sacar de la base inicial.

Asf que la familia {z + 2% + 2°, 1 + & + 22, 1,2°, ..., 2"} es otra base de R,[x] .m
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4.6 Cambio de base.

Sea V un espacio vectorial de dimensién n y sean B, = {ay,...,a,}, By = {b1,...,b,} dos
bases de V que, como sabemos, definen sendos sistemas coordenados. Supongamos que las
coordenadas de un vector x genérico de V son, respectivamente, (1, ..., Z,), (Y1, ..., Yn). A las
matrices columna correspondientes les llamaremos X, y X,. Deseamos relacionar las coorde-
nada de dicho vector en ambas bases. Para ello, supondremos conocidas las coordenadas de
los vectores de una base respecto de la otra; en particular, sean (b;1, ..., b;,), 7 = 1,2, ...,n, las
coordenadas de los vectores {by, ..., b,} respecto de la base B,. A sus matriees coordenadas
les llameremos B;.
En estas condiciones podemos escribir utilizando matrices por_bloques (columnas):

r=x101 + oo + Ty ay, = [ag ... ad Xy, (4.1)

Sustituyendo la (4.3) en (4.2) e igualando-ada (4.1) resulta:
r=ay .0, X, = [ay ... ap{Bi ... B,) X,

De donde se obtiene:

X/=[B; ... By X, (4.4)

Definicién 4.6.1 A lu ecuacion(4#3) le deriorninarenios ecuacion matricial del cambio de
la base B, a la By.

A la ecuaciop’ (4.4) le, denomiinarémos ecuacionsmatricial del cambio de coordenadas de
la base B, a la By

Estas ecuagiones expresan larelacion existenteentse las coordenadas en ambas bases de un
vector arbitrario de V-«

Definicién 4.6.2 La matriz
P < [B; ... B,

que tiene por columnas las codordenadas ide los vectores de la base By respecto de la base B,
se lé denomina matriz del cambio de B, a By.

En forma completamente andloga sejobtendrian las ecuaciones del cambio de base inverso,
que se escribirfan:

a; = [bl bn] Aj (45)
Sustituyendo las (4.5) en (4.1) e igualando a la (4.2) resulta:

r = [bl bn] Xb = [bl bn] [Al An] Xa

De donde se obtiene:
Xy =[A1... A, X, (4.6)

Propiedad 4.6.3 La matriz QQ = [A; ... A,] que define el cambio inverso coincide con la
wnversa de la matriz P del cambio directo.
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Demostr.: Sustituyendo la (4.4) en la (4.6 resulta:
Xy =1[A1... A, [By ... B,] Xy, es decir, X, =QP X, =— QP =1
Sustituyendo al revés, resulta: PQ = [.m

Corolario 4.6.4 Toda matriz que define un cambio de base es regular

Ejercicio 4.6.5 Dada la base B, de R? formada por los vectores e; = (1,1, 1),e5=140,1,1),
es = (1,0,1), encontrar la base B, = {ai,as,as} tal que las ecuaciories del cambio de
coordenadas vengan dadas por:

l‘l :y1_2y3
x3:y1—3y3

Solucién: Sean X e Y las coordenadas de un vector”cualquiera respectg” de las bases B, y
B,, respectivamente. Las ecuaciones dadas se puéden escribir en forma matricial como

1 0 =2
X =PY, ssiendo P=1/0 —1 5
1.0 -3

por lo que P es la matriz del cambio dé base (ver (4.4))./En consecuencia, la nueva base
serd (ver (4.3)):

1 01 I 70 =2 2 0 =5
[0,1 (05} ag] = [61 €2 63] P.= . 10 0 /-1 5 = 1 -1 3
1 %, 1 ¥ 0 =3 2 -1 0

Es decir, ay= (2, 1,2),as =0,=17=1), a3 = (-5, 3,0)

4.7 Dimension de subespacios.
Consideraremos en este parrafo-espacios sectoriales de tipo finito.

Praoposicién 4.7.1 Sis8 es un subespacio vectorial de V = S es de tipo finito y dim § <
dim V.

Demostr.: Es.€vidente que si V es de tipo finito, también S lo es. Sea, entonces, p = dim
St Por el.t€orema 4.5.18, existe una base de S que consta de p elementos {a4,...,a,}. Esta
es‘uma familia libre de V, por lo que: 1) si {ay,...,a,} esbasede V,p=ny V =S, 2)si
{a1,...;a,} noesbasede V,p <n .m

Ejemplo 4.7.2 Sea S = K(x,1+ x,2?) subespacio de R3[z]. Entonces, S es de tipo finito
y dim S = 8 < 3+1 = dim Rs[z/.

Proposicién 4.7.3 1) Sea B = {ay,...,a,} una base de Vy B = By UBy, BiN By =1,
By # 0 # By . Entonces, K(By) y K(Bs) son suplementarios.
2) Todo subespacio vectorial Sy de V admite un subespacio suplementario.
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Demostr.: [ 1) | Sea j , fijo cualquiera, 1 < j < n. Tomemos B; = {by,....b;}, By =
{bj41,...,b,} de forma que By N By =0, By # () # By. Entonces,

a = (tl aq + ...+ tj aj) —+ (tj-i—l a]‘+1 + ...+ tnan) - K(Bl) + K(BQ)

Como los t; son unicos por ser B base de V, la suma anterior es directa, es decir, V' C
K(By) ® K(By).

El contenido opuesto es inmediato. Por lo tanto, K(B;) y K(Bs) son suplementarios.

[2) | Por el teorema 4.7.1, S; C V es de tipo finito; sea By = {by, ..., b, } unabase de S ;
se puede completar (t 4.5.25) con {b,11,...,b,} = By hasta construir una base de;V. Por la
propiedad 1) anterior, K (B;) y K(Bs) son suplementarios. m

Notemos que el suplementario de un subespacio no tiene por qué ser tnico;por ejemplo,

R’=R(1,00oR(1,1) =R (1, - o R(1,-2)

Teorema 4.7.4 (de las dimensiones).- Si Sy y Sy#Son subespacios vectoriales de V, se veri-

fica:

Demostr.: Supongamos S1NSy # {0}y (t® 4.71) sean dimS; = ni dimSy = m, dimS1NSy =
p. Sea{cy, ..., ¢, } una base de S;08,, glie podemos completar hasta obtener {ci, ..., ¢y, 1, ..., ap—p}
base de Sty {c1, ..., ¢p, b1, .., bin—pJbase de Ss.
Entonces, {c1, ..., ¢p, a1, agp, b1, £, by } €5 base deS; + Ss.
En efecto: i) es sistema,generador: z& S| + 9y <= & =11 + X9, 2y € S1, 79 € Sy <—

T =810 4 o+ Sply 41 a1 NAT—p Ayt ST 1 +...+s;cp+t1 bi+ oo + t—p b =

= (s1— 1) LA B (sp —8p) cp Porpar + A @iy Ftiby Aty by

ii) es libre, puest6 que
5161 + et SpCp a1 A o Ty F T b+t by = 0=

=WUb+ .. Flppbnyp=—(spel + 4L +s,00+Tm101+ . +Tppan_p) €S1 NSy

luego,
bl 4+ oty by =t e+ 0

pero como {ci, ..., Cpbi, ..., by} base’de Sy = t; =t =0, parai=1,2, .., mp,j=1,2
4P
Analogamenté se deduce que r; =072 =1,2,...,n — p.

En_eonsecuencia, basta sumar/el ntimero de elementos de cada base para obtener el
resultado requerido.

En el caso de que S;N Sy = {0}, dimS; NSy = 0y la relacién anterior sigue verificindose.
]

Corolario 4.7.5 57 S1 + .55 es suma directa,

En este caso, una base de S; @ S5 es la unién de una base de S y otra de Ss.
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Ejercicio 4.7.6 En R* se considera el subespacio S, engendrado por (1,2,3,4), (2,2,2,6) y
(0,2,4,4) y el Sy engendrado por (1,0,-1,2) y (2,3,0,1). Determinar bases y dimensiones de
los subespacios Sy, S2,S1 NSy y S1 P Ss

Solucién:

W DN =
DN DN DO
)

dimS =rg

W
(@)
S

Luego son linealmente independientes y generadores de S, es decir, formar una base de S.

Luego son linealmente independientes y generadéres de T, es decir, forman una base de T.
La union de ambas bases es un sistema,generador de la suma S 4 T. Haciendo reduccion
por filas de la matriz que los tiene por-€olimnas resulta:

g A 2 1
470 3 0
4 —170 1o
4 P 1 0

= R N
Sy O DN, DO

lo que nos dice que dim{(Si+T)="4 y también quefel cuarto #ector es combinacién lineal
de los tres primeros, €s decir, pertenece,a la interseccién deS y T. Ademads, por el teorema
4.7.4, se tieneique

dim(SOT) = dimS + dim@ — dim(S +T) = 1,

luego una base de la interseccion es la compuesta por el cuarto vector (1,0,-1,2).

4.8 / Ejercicios para resqglver

Ejercicios de [1] (Merifio) niumeros 16413, 12,14, 15, 18, 19, 20, 21, 22, 24
Ejercicios de 4] (Arvesu) capitulg 5, nimeros 5.2, 5.4, 5.7, 5.8, 5.11, 5,20, 5.23, 5.25
Ejerciciosde [3] (de la Villa) capitulo 1, nimeros 1, 5, 7, 8, 10, 11, 14, 16, 19



