Chapter 1

Matrices

1.1 Introduccién y defimi€ignes

Los conceptos de las matrices y determainantes se remonta.al siglo segundo BC, incluso antes.
Pero no es hasta el siglo XVIFcuando lag'ideas reaparecen §-se formulan adecuadamente.
Eminentes matematicos de.éste tiempo,€omo Leibnitz, Ma¢Laurin,"Cramer, etc. trabajaron
en este campo. La primera definicion abstracta del iconcepto de matriz se debe a Cayley
(1841).

En todo este capitulg supondrémos que Kiés cuerpo conmutativo, aunque este concepto
se puede definir sobresun’conjunto, C cualquiera, por ejemple; polinomios.

Definicién A.1.1 Sean I,,'=Y{1,2.+=m} , I, =1, 2:7..,n} dos conjuntos finitos de indices.
Se denomina matriz de tipoim x n sobre K a foda aplicacion

ALy x 1, — K
(i;j)%aij

Habitualmente, identificaremos la matriz con el conjunto imagen y la representaremos como
unicuadro de elementds de C en la forma

a1y Qi - Ay ot Aip
A— a1 Q22 -+ Qg5 - daop
Am1 Am2  * Qmj 0 Qmp

Veamos a continuacién algunas definiciones de conceptos relacionados con las matrices.
El subindice i suele denominarse indice de filas y el subindice j indice de columnas.

Fijado el indice de filas i, la familia {a;;|j = 1,2,...,n} se llama fila i-ésima de la
matriz A y la denotaremos por A;. Analogamente, fijado el indice de columnas j, la familia
{a;;|i = 1,2,...,m} se llama columna j-ésima y la denotaremos por A7.

Si una matriz es del tipo 1 x n se le dirda matriz fila; si es del tipo m x 1 se le dira
matriz columna.



El conjunto {a;;|j = 1,2, ...,min(m,n)} se llama diagonal principal de la matriz A.

Llamaremos submatriz o bloque de una matriz A a cualquier matriz obtenida al tomar
solo alguna o algunas filas o columnas de A consecutivas.

Llamaremos matriz diagonal a toda matriz cuyos elementos no pertenetientes a la
diagonal principal sean nulos.

Llamaremos traspuesta de una matriz A de tipo m x n y la defiotaremos pdr AT a una

matriz de tipo n X m cuyos elementos estan definidos por aiTj = a;i.

Evidentemente, para obtener la traspuesta de una matriz serd suficienté cambiar orde-
nadamente las filas por las columnas de la misma.

Si m # n, diremos que A es una matriz reetangular; el conjunté de matrices rectan-
gulares de tipo m x n sera denotado por Mg&(K) 6 Mg (m,n) 6 K™*".

Si m = n, diremos que A es una miatriz cinadrada; el conjunto de matrices cuadradas
de tipo n x n serd denotado por M, (K) 6 Mg (n).
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1.2 Algebra matricial.

Veremos en este parrafo el dlgebra matricial, es decir, las operaciones que usualmente se
definen en los distintos conjuntos de matrices.

Definicién 1.2.1 Sean A = (a;;), B = (b;;) dos matrices cualesquiera deMy(m,n), lla-
maremos suma de A y B, A + B, a la matriz de Mg (m,n) cuyo elemento genérico (i,j)
estd definido por c;j = aij + by, es decir,

A+ B = (aij + bi;)

Notemos que esta operacion esta definida exclusivdmente entre matrigés del mismo tipo,
y es una ley de composicion interna, es decir, el résultado pertenece al mismo conjunto de
matrices.

Definicién 1.2.2 Dada la matriz A= (a;;) e Mg (m,n) y tse K llamaremos matriz
producto del escalar t por la watriz A, #A, a laynatriz cuyo elemento (i,j) estd definido
por t a;;, es decir,

tA = (taij)

Observemos que lanatriz tA se/obtiene fiultiplicando cada umo de los elementos de la
matriz A por el escalar t.

Observemos gue en’el conjunto M (m,n), con/respecto.de la suma de matrices y el
producto por egcalarés, se,cumplen las siguientes propiedades basicas:

1) Asociativa: /A + (B% C) =(A+B) + C

2) Hay un elemento, la matriz nula, 0, que ¢umple: A + 0 =A =0+ A

3) Para cada A de-M(myn), hay otra BA= - A), que cumple: A+ B=0=B + A

4) Conpiutativa: A + B=B + A

5) Distributiva 1: t (A + B) = t A7+ t/B

6) Distributiva 2: (t +s) A =t A + §A

7)/Pseudoasociativa: t (s, &) = (ts) A

8) 1x A=A

Ejercicio 1.2.3 Probar las propiedades anteriores.

Definicion 1.2.4 Sean A = (a;;);€ Mg(m,n) y B = (bj;) € Mgk(n,p) denominaremos
preducto de las matrices A y B, y escribiremos A- B, a otra matriz C € Mxg(m,p) cuyo
elemento genérico c;; estd definido por

n
Cij = Y ik by
k=1

Observemos que el producto de matrices estd definido solamente cuando el ntimero de
columnas del primer factor coincide con el nimero de filas del segundo factor. El producto
no es una operacién interna en Mg (m,n), incluso puede no estar definido para todos sus
elementos; caso de estarlo, el producto no es, en general, conmutativo, ya que, por ejemplo,

e[Vl e[ e e
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En el caso de que el producto de tres matrices esté definido, las propiedades basicas
mas sobresalientes son las siguientes:

1) asociativa: A (B C) = (A B) C

21) distributiva a la derecha respecto de la suma: A (B4C) = AB + AC

2,) distributiva a la izquierda respecto de la suma: (A+B) C = A B + AC

Observemos también que, por ejemplo, el producto siguiente

HIERE

es nulo sin serlo ninguno de los factores, esto significa_que este conjunto posee divisores de
cero.

Definicién 1.2.5 Una matriz A € Mg (n) sesdice regular o inversible si existe A™! €
Mpg(n) tal que AA™ = A=Y A = I, siendo"T, la matriz unidad de’orden n.

Propiedad 1.2.6 El conjunto de amatrices régulares.de Mg (n), que se denomina GL(n),
verifica las siguientes propiedades bdsicas con respecto de ta.mpultiplicacion:

0) La operacion productoses ipterna en My (n), és decir, la*mpersa del producto de dos
matrices requlares es otrasmatyiz reqular.

1) Propiedad asociativassA (B C) = (A B)yC

2) Existe una matriz K\lomatsiz unidad, tal que AT = A= FA, VA€ Mg(n)

3) Para cada piatrig 4 & Myg(n)neriste otra A~H€ My (ny'tal que AA=A"1TA=1,

Definicién 1.2.7 Diremos que una matpiz A & Mg () es simétrica si coincide con su
traspuesta, es decir, si A =.A7.

Definicién ¥.2.8 Diremos que una matriz A £6 hemisimétrica o antisimétrica si verifica

que A =+ AL

Congecuencia inmediata de ambas definiciones es que toda matriz simétrica o hemisimétrica
debe sér cuadrada; ademas, sieS hemisimétrica, los elementos de su diagonal son nulos.

Ejercicio 1.2.9 Probaz-las siguientes propiedades de la trasposicion de matrices:
(A4 B = AT 4+ BT
(tA)" = ¢A")
(AB)' = BT AT
(AT = A
Ejercicio 1.2.10 Probar que toda matriz cuadrada A puede ponerse de modo tunico como

suma de una matriz simétrica y otra hemisimétrica (el cuerpo ha de ser de car K # 2).

Ejercicio 1.2.11 Se denomina matriz escalar a toda matriz cuadrada M que verifique M A =
AM,VA € Mg(m,n). Probar que M es una matriz escalar si y solo si es de la forma t I,
siendo I,, la matriz unidad yt € K.

1.2.1 Ejercicios para resolver

Ejercicios de [3] nimeros 2.3, 2.6, 2.8, 2.13, 2.14
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1.3 Matrices por bloques.

La manipulacion de matrices con gran numero de filas y de columnas conlleva grandes
problemas, incluso cuando se manejan con ordenador. Por eso, suele ser interesante saber
descomponer un problema que usa grandes matrices en otros problemas mas peguenos, es
decir, que utilizan matrices mas pequenas.

La posibilidad de descomponer una matriz en matrices mas pequenas tiene muchas aplica-
ciones en comunicaciones, electrénica, resolucion de sistemas de ecuaciones, aproyechamiento
de la estructura vectorial de algunos ordenadores, etc. (consulfar el libro de Gfiffel [13]). Y,
sobre todo, da la posibilidad de escribir una matriz en forma mas compactad

Definicién 1.3.1 Diremos que una matriz A esta descompuesta o particionada propi-
amente en bloques si se puede organizar comosuna matriz de bloques o submatrices en la
forma:
A Ao ing - Ay
A= iy, ¥
Apl Ap2 ce Apr

En consecuencia, los bloquessSe obtiénen trazando imaginariamente rectas verticales y
horizontales entre los eleniente§ de la matriz A. Los bloques o submatrices se designaran en
la forma A;;.

Observar que el mimero,de filag'en el bloque A;; depende solo“de j, siendo el mismo para
todos los i; en modo similar,paga’las ‘eolumnas.

Ejemplo 1.3:2 La matriz A siguiente

2 3|14 5
U | A3 A 6T A A A
_34567_142114221423‘

1|5 17 8

estd descompuesta propiamente en bloques y tiene dos filas y tres columnas de bloques, es
deciy, es una matriz 2x 3-por bloques.

Definicién 1.3.3_Se define la suma de dos matrices descompuestas en bloques como la
matriz por blogques que tiene en lajposicion (i,j) la suma de los bloques que ocupan esa
posicion, es decir,

Para que la suma por bloques pueda realizarse, las dos matrices deben ser del mismo
tamano y han de estar descompuestas en el mismo nimero de bloques fila y columna y los
bloques que ocupan la misma posiciéon han de ser a su vez del mismo tamano.

La multiplicacién de matrices por bloques se realiza, formalmente, igual que si fuera por
elementos.

Definicién 1.3.4 Se define el producto de dos matrices A y B descompuestas en bloques
como la matriz por bloques C que tiene en la posicion (i,j) el bloque

Cij=>_ Ay, By

k=1
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Para que el producto por bloques pueda realizarse, las dos matrices A y C deben estar
descompuestas en bloques de forma conforme, es decir, el niimero de bloques columna de la
matriz A debe ser igual que el de bloques fila de la matriz B, y los bloques involucrados en la
suma anterior han de ser de tamano adecuado para que se puedan multiplicar por elementos.

Ejemplo 1.3.5

112 3
112 3[4 5 2 - .
A | An Aw A 213 4150 B By Bu | = V3la s
Agr Agpp Ag 314 516 7 |° Bi Bz —
4l5 6|7 8 g 2 g
55 | 770, 85
704 90 ©110
ABA~ | g5 (110 135
100 | 130 160

La ventaja de estasforma,de proceder es que ‘para obtener cadarbloque del producto solo
se manipulan matrites masipequenas.

La idea de las matrices porbloqueés, conduce ajentender-ina matriz A p X q como un
conjunto de gscolwmnnas cada unaide las tuales es un veetor de p componentes; o bien, un
conjunto dep filas, cada una de_las ctiales es un/vecter de q componentes,

aq
AB=} 7 o ]
ag
de manera que
(AB)ij = a; V,

es decir, en”el lenguaje del algebra elemental, cada elemento del producto es el producto
escalar"de la fila i-ésima por la columna j-ésima, que habitualmente escribimos a; - b;.

Ejercicio 1.3.6 Encontrar la transpuesta de la matriz

A= All A12 A13
A21 A22 A23

Sol.: Basta darse cuenta como se construyen los bloques de A y de su transpuesta para
obtener:

A@ Agl
A= A12 A22

T T
A13 A31
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Ejercicio 1.3.7 Sea

a 1 al| e .
JQZl ], I = ,  dondee=(10...0) e R"

0 a 0lJ,
Encontrar J%, para k = 2,3. Encontrar una férmula general.

Sol.: Multiplicando por bloques resulta:

a?|e(a+ Jo1) . ale(@+ald,+ J2 )
o] 2, T o T3 ’

J? =

n

Iy =

n

a | e(a" 4T+ + IV
0 \ I, ’

en particular, para n = 3,

a¥ 2a 1 a® Ba® 3a
JE=MS00 @ 2a |, i = 1104 @ 3d%],
0\'09 a? 0 0 df

Ejercicio 1.3.8 Engontrar la inversa de la matriz'por blogies

| And A
=y

sabiendoigue Ayy y Ags son matrices regtlares.
Sol.: Escribamos M, matriz inverSa de Aj por bloques en la forma:

M:[ Mll M12‘|

M21 M22

Por definicién de inversa, se ha de ¢umplir:

_ . All A12 Mll M12 _ Ill 0
AM = ]’ es deCll", l A21 A22 ‘| [ M21 M22 ] B l 0 I22 ]

Por lo tanto, se ha de cumplir:

Ay My +ApMy = 1
Ay Mg +As My = 0
Ap My = 0
Agp Myy = 1

13

Como Ay es regular, de la tercera se deduce que My, = 0 y de la cuarta, que Mgy = A2_21.
Ahora, de la primera, se deduce que My; = A7 y, de la segunda, que My, = —A7' A1y A
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Ejercicio 1.3.9 Calcular la inversa de la matriz por bloques

1 1 -2
A— 1 2 1
0 0 ( 2 )
Sol.: La inversa A~! existe, ya que los bloques de la diagonal de A son-fegulares. Aplicando
los resultados del ejercicio anterior resulta:

=N T ]S ((2 i 1)> <(j122))

1.3.1 Aplicacién

Una aplicacion interesante es la codifica€ion dé mensajes. Consigte simplemente en transfor-
mar el mensaje escrito en una matriz numérica asignando a.cada letra el niimero que ocupa
en el alfabeto y al espacio ensblanco se le’asigna el cero.

Por ejemplo, el mensajé “hey hace.nucho friozz” ise escribe como la matriz fila

M = [8,16425,0,84143, 5,0, 13, 223.8, 16, 0, 6, 19, 97 16, 26, 26]

Hay que definir una mattiz regulary,C, llamada matriz de codificaciéon o de Hill, por
ejemplo,
2 -1 1
cC=1|1 3711,
172 1

y redefinir'la matriz M como una matriz"por bloques fila, cada uno de ellos de longitud igual
a la de las filas de C. En nuestro ejemplo,

8 16 25 |
0 8 1
3 5 0
13 22 3
8 16 0
6 19 9
16 26 26

El mensaje que se transmite esta definido por la matriz
M1 - M . C

que coincide con el recibido. Basta multiplicar por la inversa de C a la derecha para recuperar
la matriz numérica del mensaje enviado. Solo falta traducir al lenguaje alfabético.

1.3.2 Ejercicios para resolver

Ejercicios de [3] nimeros 2.11, 2.12
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1.4 Determinante de una matriz cuadrada.

Aunque hay muchas posibilidades de introducir el concepto de determinante de una matriz
cuadrada, aqui se hace de forma axiomatica, lo que permite una correcta utilizacion del
mismo sin mucho entretenimiento.

En este parrafo se consideran exclusivamente matrices cuadradas sebre un jgonjunto
numérico K.

Definicién 1.4.1 Dada una matriz cuadrada, A, se denomina determinante de A, y se
denota por det A, al valor de la funcion

det : Mg(n) — " K
A & detA

que cumple los siguientes ariomas:
Si A; denota las filas de la matriz<A;

Axioma 1.- det(Ay, ..., A\ A%, ..A,) = Xdet A

Axioma 2.- det(Ay, .5 Ap# By..., 4,) = det(A) + det(@A,, ..., B, .4, A,)
Axioma 3.- det(A4], .. 4A4,) =0\81%4; = A, con i #A7)

Axioma 4.- det(Ly) =

Se puedé demostrar que selo existe una fungion-determinante de estas caracteristicas, asi
que el det’A es unico-y pertenecce a K.

Propiedad 1.4.2 det(Aq,...,0,..., A= 0

Propiedad 1.4.3 det(Ay,... A;, ..., A;, i, A,) = —det(Ay, ..., A, .., Aiy o Ay)
DPem.: Basta desarrollar det(A;, .. A4, + A;, ..., A +A,;,.,A,)=0. =

Propiedad 14.4 Si A; =377, ., A;, entonces, det(Ay, ..., A, ..., A,) =0

Dem.: Sustituyendo, resulta:

det(Al,...,Ai,... A ) det Al,... Z AJ,...,An) = Z det(Al,...,Aj,...,An) =0. m
J=Llj#i J=Llj#i
Propiedad 1.4.5
det(Al, 7A2 + Z Aj, ,An) = det(Al, ...,AZ’, ,An)
=1

Notese que lo mismo se podria haber dicho cambiando filas por columnas.

Ejemplo 1.4.6 Obtencion del determinante de una matriz a partir de los axiomas.
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2 3 4 1 3 4 0 3 4 0 3 4

det [ 5 6 7 |=2det| 0 6 7 | +5det| 1 6 7 | +8det| 0 6 7

8 9 3 09 3 09 3 193

1 3 4 11 4 10 4 T 0 4

det| 0 6 7 | =3det| O O 7 | +6det|{ O 1 7 | +9dét| 0O 0 7

09 3 00 3 00 3 0 173
10 4 1 01 1 00 1 000

det| 0 1 7 | =4det| 0 1 0 | +7det| O ¥ 1 | +3det| 041 0 | =3

00 3 0 00 00 0 0 0 1

Y analogamente con los restantes, resultando
det A=2(6-3—-7-9) (3 -83—-4-9)+8(3 -7—4-6)

Estos 6 sumandos corresponden a la“conocida‘regla,de Sarrus para el desarrollo del deter-
minante de una matriz 3 por 3,

Propiedad 1.4.7
det(A* B) = det(A) -det(B)
Dem.: Puede consultarse en lashibliografia; m

Propiedad 1.4.8 57 la matriz A es regular, se verifica:

1

~ det(A)

Dem.; A'esvegular < existelA™! tal queA~A™' =T = det(A-A™!) = det(A) det(A ') =

L DAet(A) £0,  2) det(A-1) detl( o

1)\detAYZ0,  2) det(A4™)

El célculo del determinate’de una matriz A puede obtenerse mediante la conocida formula
del desarrollo por los elementos de una'fila (0 una columna), en la forma siguiente:

ayy ..4 G al ... ap
det A = a;; det 1 4. 0 + ...+ a;, det 0o ... 1 ,
Ap1 -+ Qpp Ap1 .. Qpp

aunque muy a menudo se utiliza la eliminaciéon gaussiana.

Propiedad 1.4.9 El determinante de una matriz diagonal por bloques verifica:

All 0
det < 0 A22 ) = det AH - det A22

Propiedad 1.4.10 El determinante de una matriz triangular por bloques verifica:

det. < A1l Al12

0 A22 ) = det All - det A22
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1.4.1 Ejercicios para resolver

Ejercicios de [3] nimeros 4.4, 4.6, 4.11, 4.20, 4.11(propuestos)



