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Chapter 10

Geometria diferencial de curvas y
superficies.

10.1 Geometria diferencial de curvas

En este capitulo introduciremos lés conceptos de curvayy supesficie. Veremos como se puede
definir cualquier curva a partir'de dos parametros reales, la curvatiira y la torsiéon. También
veremos que las caracteristiéas dé una superficie se puedén describir en funcion de parametros
escalares. En todo el capitule’consideraremos qiie estamos trabajandeen el espacio euclideo
R?.

Se puede consulfar la'signiente bibliografia: {Lipschutz(1971)}cap. 4 y 5, [Struik(1971)],
[Martinez Salas(1975)] capy 32 y [Galindo.et al.(2005)] cap. 47y 9

10.1.1 Definicién y representacion’ paramétrica

Definicién 10.1<1" Llamaremos. curva reqular’ a una funcion vectorial x(t), t € I (un inter-
valo de Ry que cumple:

i) x(t) es de clase CU en I

it) X'(t) # 0, para todo t € L
La variable t se llama pardmetro de la curva.

En adelante, supondremos que la funcién x(t) es de clase suficientemente alta para nues-
tros célculos.

Se puedeéen utilizar diferentes parametros, t, 6, para definir una curva, con la condicién
de'guela funcién que los relaciona, 't = t(6), sea un cambio admisible, es decir,

Definicién 10.1.2 Un cambio de variable, t = t(0), se dice admisible si verifica:
i) t(0) es de clase C1 y

dt
i) 70 # 0 en su intervalo de definicion.

Ejemplo 10.1.3 La curva que en coordenadas polares tiene por ecuacion: r = 2cosf — 1,
0 <6 <27 estd definida también por

x(0) = (cosf (2 cosf — 1),senf (2 cosb — 1)),
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o bien, si hacemos 0 = —t, por
x(0) = (cost (2 cost — 1), —sent (2 cost — 1)). m

Observad que la gréafica de la curva es la misma, pero recorrida en sentido contrario, es decir,
ha cambiado la orientacién al cambiar de pardmetro. Cualquier propiedad de la curva debe
ser independiente del parametro utilizado.

10.1.2 Longitud de curvas.

Consideremos una particiéon P = {a =ty < t; < ... < t,, = b}”del intervalo I en donde esta
definida la curva x = x(t) y la poligonal de vértices los puntos x(t;).

Definicién 10.1.4 Diremos que la curva es rectifieable si existe el supremo de 35— [x(tj11)—
x(t;)| que llamaremos longitud s de la curva,.és decir,

d d d b dx(
S—sng!X 1) — x(t \—/\/ i xQ) :c3 / x(t !dt
j=1

Ejemplo 10.1.5 La longitud del arco de hélice x = (a cosit,a sent,bt), 0 <t <27 es

2
5:/ Via2sen2tt a2 cos?t 4+ B2 dti= 27 Va2 4 b2 m
0

Podemos considerarda funcién

/t dx(t ]dt

que, por elteorema fundamental del calculo integral, es derivable y

ds /  dx(t) |

dt: ' dt
y, por lo tanto, s es un parametro admisible, que llamaremos pardmetro natural o longitud
de’arco.

Ejercicio 1071.6 Introducir la longitud de arco como pardametro natural en la curva
x = (e’ cost, e’ sent,e’), —oco<t< oo
Solucion:

/| )\ gt — /\/ﬁedt V3 (et —1)

Despejando t y sustituyendo resulta:

x = (s/v/341) (coslog(s/v3 +1),senlog(s/v3+1),1). =
dx dx

En adelante, escribiremos. x = — y x' = —

ds dt



M. Palacios 10. Geometria diferencial de curvas y superficies. 9

10.1.3 Recta tangente y plano normal.

Evidentemente, x es un vector en la direccion de la recta tangente a la curva, por eso

Definicién 10.1.7 Llamaremos vector tangente (fig. 10.1) unitario a la curva x(s) al

vector
dx

T ds

t=x

Ejemplo 10.1.8 Para la hélice: x = (acost,a sent,bt), 0 <t < 2mSe tiene:

d7x = (—a sent,a cost,b) = |df| —J2
Por lo tanto,
_dX_dX dS_dX dx 1

—=——— (—asent,a cost)b) . m

0=~ ala = @V ey
La recta tangente a la curva en-€l pinto xg tendra, entonces,por ecuacién:
X = X + A,
mientras que el plano mormal (fig. 10.2) ortogonal a la tangente sera.
(x —x0) 1t =0
Ejemplo 10.1{9 Pdra la curva: x'& (t,t24%) en t= 1, setiene:
Rectd tangente: —x = (1,1,1) + X (1,2,3)/vV14 = (1,1,1) + A (1,2,3)

Planonormal:  (x—(1,1,1)) - (172,3) =0 21+ 225+ 323=6 =

10.1.4 Curvatura y torsion.

Definicién 10.1.10 Llamaremos vector curvatura de la curva en x(t) al vector

k = K(s) Z; — %(s)

Definicion 10.1.11 Llamaremos curvatura, x, y radio de curvatura, p, de la curva en
x(t), respectivamente, al médulo del vector curvatura

k] = [k(s)]

Y a Su reciproco

p=5
||

Se puede ver que la curvatura es igual al valor del cambio de direccién de la tangente con
respecto a la longitud de arco.
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Ejemplo 10.1.12 Para la circunferencia: x = (a cost,a sent), se tiene:

LAt dtdt dt,dx,  —1

1
t = (—sent,cost), k=2 =S8 _ @8 T (ost,sent ==, p=
(= sent, cost), ds dt ds dt/|dt a (cost,sent), |xl o P70 "

Ejemplo 10.1.13 Para la hélice: x = (a cost,a sent,bt), 0 <t < 27, se tiene:

1 —a
t = ——=(—asent,a cost,b), k =-———(cost,sents0),
\/a2+62( ) a2+b2( )
" a a® + b?
k| = = »
2+ P a

Obsérvese que, en este caso, el vector curvatura esta en el plano Oxy y dirigido hacia el eje
Oz y que la curvatura es constante.

Propiedad 10.1.14 Dada la curva x = x(t); se werifica:

|x/ X ',L,/I|

Definicién 10.1.15 Al vector ginitariogn, paralelo a kse le"denomina vector normal (fig.
10.1) a la curva, es decir

k

n— —
K|

Propiedad 10.1.16 Dada\la'\curvax = x{t), se vérifica:
k= Kk(s) /n(s)

Definicion*10.1.17 La recta paralela a n€nx(ty) se le denomina recta normal principal
a la curva, y su ecuacion es
x =xX(to) + An

Definicién 10.1.18 El plano paralelo a'los vectores tangente y normal, t y n en x(to) se le
denomina plano osculador (fig. 10.2) a la curva, y su ecuacion es

(x +x(ty)) - (t xn)=0

Ejemplo 10.1.19 Para la hélice: x = (cost,sent,t), 0 <t <27 se tiene:

t = —=(—sent,cost, 1), K= _7 (cost,sent,0), n = —(cost,sent,0)

V2
Normal principal en t=7/2: x=x(m/2)+ An(7/2) = (0,1,7/2) + X (0,1,0)
Plano osculador en t=m/2: (x—x(7/2))-(t(r/2)xn(n/2)) =0, es decir, z1+x3="7/2

Obsérvese que siempre los vectores tangente y normal, t y n, son ortogonales unitarios,
por lo que podemos dar la siguiente
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Definicién 10.1.20 Se le denomina vector binormal (fig. 10.1) a la curva en x(t) al
vector

b=txn

que, evidentemente, es unitario

Definicién 10.1.21 La terna (t,n, b) define un triedro ortonormal llamado triedro mévil
o de Frenet (fig. 10.1)

Definicién 10.1.22 La recta paralela a b en x(tg) se le denomiina recta binermal a la
curva, y Su ecuacion es

x =x(tp) + Ab

Definicién 10.1.23 El plano paralelo a los vectores tangente y binormal, t y b en x(ty) se
le denomina plano rectificante (fig. 10.2)-a’la eurva, y su ecuacionses

(x =%(to)) - n =10

Recta binormal

Recta normal

Recta tansente

Figure 10.1: Triedro movil Figure 10.2: Planos caracteristicos.

Ejemplo 10.1.24" Para la hélice: x = (acost,a sent,bt), 0 <t < 27 se tiene:

1 _
t.= \/aQ—W (—a sent,a cost,b), k= a2——|—ab2 (cost,sent,0), n = —(cost,sent,0)
1
b=txn=———(bsent,—b cost,a)

Va* + b?

Plano rectificante: (x —x(to)) - n(tey = 0= 2, costy +z2 sentp =0 =

Definicién 10.1.25 Se le denomina torsién de la curva en x(t) al escalar 7(s) que verifica

b= —7(s)n(s), o bien, 7 = —b(s)-n(s)
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Ejemplo 10.1.26 Para la hélice: x = (acost,a sent,bt), 0 <t < 27 se tiene:

1
n = —(cost,sent,0), b= N7 (b sent, —b cost,a)
1 : b
:m(b COSt,b Sent,O), T:—b(S)n:m
Propiedad 10.1.27 Dada la curva x = x(t), se verifica:
/ " n
T = W (,, ) es el producto mizto
T X

10.1.5 Formulas de Frénet.

Teorema 10.1.28 (Férmulas de Frénet-Serret). Dada la curva x = x(t), se verifica:

t=#n
n=-xt+7b
b— ~rn
es decir,
t 0 &0 t
n\j=| - 0 7 n
b 0 =1 0 b

Dem. n=b xtH+bxt=—7(mxt)+bx (k)= —=Kt+7b. =

Teorema 10.1.29 Toda curveX = x(t) queda définida univocamente por su curvatura y su
torsion como funciones de la longitud de arco.

Dem.: Ver-{Lipschutz(1971)] pag. 86. n

10.1.6 Ejercicios propuestos

Ejer¢icios de [Galindo et al’(2005)] numeros 4.1, 4.5, 4.6, 4.7, 8.1, 8.2, 8.3
Ejercicios de [Lipsehutz(1971)] nameros 4.1, 2, 3, 5, 7, 8, 11, 13, 16, 32, 33 y 5.1, 9, 25
Ejercicios de [Palacios(2010)]
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10.2 Geometria diferencial de superficies

10.2.1 Representaciéon paramétrica.

Habitualmente, se llama superficie al conjunto de puntos que constituye la representacién
grafica de una funcién continua z = f(x, y), definida en un recinto U del plano Oxy (cf.
[Martinez Salas(1975)]). De un modo més general,

Definicién 10.2.1 Se define también una superficie 3 dando un punto”genérico Pz, y, z)
de la misma, o lo que es igual, dando el vector OP en funcion de.dos parametrosiu y v:

r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v))

. : : . or Or
Admitiremos que, al variar (u, v) en el recintoplano U, existen los yectores u y E"
U v

(que supondremos aplicados en el punto P), los.€uales son funciones continuas y tales que

or 7 Or
" a7

Esta condicién significa que.diches vectores son linealmente independientes en cada punto,
o sea que el rango de la mattiz

_@ ai_
ou! : O
w— | 9%
ou Ov
0: 0
L Ou Qv -

es 2.

Los puntos donde-se verifican estas condiciones se llaman ordinarios. Los puntos donde
el rango desA“€s menor que 2 son puntos-singulares. Algunas veces la presencia de éstos
se debe al sistema de coordenadas elegido.

Definicién 10.2.2 Llamaremos curva ¢oordenada o paramétrica a cada una de las
curvas sobre la superficie.que resultan al’ considerar uno de los pardmetros constante. Cada
und de las curvas coordenadas estd definida por el vector r(u,vg) o por el r(ug,v)

Al variar_el punto (ug,vp) en el dominio U resulta una malla de curvas coordenadas de
forma que; en general, por cada punto de ¥ pasan dos de ellas. Por eso,

Definicién 10.2.3 Llamaremos coordenadas curvilineas a cada uno de los pardmetros
(u, v) que permiten definir la superficie.

Ejemplo 10.2.4 Para la superficie esférica de radio R y centro el origen de coordenadas,
definida por
r=r(0,¢) = (R cosf sen ¢, R senf sen ¢, R cos @)

donde 6 es la longitud y ¢ es la colatitud, las curvas coordenadas son los paralelos, ¢ cons-
tante, y los meridianos, 6 constante. [
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e

Emr
v =y
/
|
\

\
’
T
\_4_____

Figure 10.3: Superficie parametrizada

10.2.2 Plano tangente. Recta normal.

Sea ro(xo, Yo, 20) un punto ordinario de la superficier)s, al que corresponden las coordenadas

. r.~ or
curvilineas (ug, vg). Los vectores —= y =— son’tangentes‘en el punto ry a las curvas coorde-
U

nadas v = vg y u = uo, representadas por r(u,vy) y r(up,v), respectivamente.
Cualquier otra curva sobre X glie pasespor rq se obtendra expresandeo u y v como funciones
de un solo parametro t:
w=u(t), w="w(t),

las cuales supondremos €ontinuas, con ‘derivadas no simultaneamente nulas en t = tg y tales
que u(tg) = up, ¥ (to)/= vp.\La ecuacion de esa curva serd

r = r(u(t), vu(t))s

y en el punte rg admitird una recta tangente.de vector direccional

. or . or .
Trn= —_— U —_ U
0 ou (uo.vh) 0 ov (0.0 0

0 0
contenido en el plano-definido por b y o , ya que son linealmente inde-
ou (0.0 v (0.0)

pendientes.

Definicion 10.2.5 El plano que contiene la tangente a cualquier curva trazada sobre 3 que
pase por rq se llama plano tangente a la superficie en dicho punto y su vector caracteristico
es el vector normal, N, a la superficie.

Su ecuacion vectorial sera:

(81‘) (81‘)
X=Tro+ |+ +p |5
ou (0,0) ov (0.0)

Definicién 10.2.6 La recta perpendicular al plano tangente se llama recta normal a la
superficie en dicho punto. Su vector direccional es el vector normal.
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Su ecuacion vectorial sera:

cnm () ()
ou (0.0 v (0,0)

Ejercicio 10.2.7 Hallar las curvas coordenadas y, en el punto (0, ¢o) = (m/ds7/4), el
plano tangente y la recta normal a la superficie (elipsoide):

r=r(0,¢) = (a cosf sen¢,b senf sen ¢, c cosp), o bieny % + = + i

Solucion:
El punto: r(7/2,7/2) = (a/2,b/2,v/2/2¢)
Curvas coordenadas:

r=r(n/4,¢) = (aé sengb,b@ sen'd; ¢ cos @)

2 2
2 2 2
r=r(0,7/4) = (a\é_ cos&,bé_ sen@,c\é_)

Tangente a las curvas coordenadas:
rg = (—a send sen @b cosd sen ¢, 0) = ro(n/4,7/4) = (—a/2,4/2,0)
rs = (a cos cos ¢;bset B cos i —c sen ). = ry(m/4,7/4) = (a)2,b/2, —c\/2/2)

Ya que rg-ry= (b3—a?) ‘cosil senu cos v sen v, 1a curvas codrdenadas son ortogonales
en un punto gengérico solo si a = h.

Vector notmali N = 1y X 1, =4/4(~bcv/2, Facy/2,—2ab)
Ecuacionsplane-tangente: (x— (a/2,b/2,v/2/2¢)) - (—bcv/2, —acv/2,—2ab) =0

Ec. técta normal: x = (a/2,b/2,5/2/2¢c)+ A (=bcV/2,—ac\/2,~2ab). =

Figure 10.4: Plano tangente
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10.2.3 Primera forma fundamental

Una relacién ¢(u,v) = 0 entre las coordenadas curvilineas determina una curva sobre la
superficie. Dicha curva puede definirse también en forma paramétrica:

r
El vector T en un punto r(u,v) de la superficie, definido por
r=r,u-+r,v

es tangente a la curva y, por tanto, a la superficie. La ecua€ion anterior puede escribirse en
forma independiente de la eleccién del parametro:

dr = r, du +.1, dv
Si la curva estd dada por ¢(u,v) = 0, duy dv estdn relacionadas por
Yadu + @, dv =10

y el cociente dv/du = —p, /@i detérmina Ja direccién de la tangenté:
La distancia entre dos.puntes de la ¢urva (cf. 10.1.2) se/obtiene infegrando

ds* = dr> dr
a lo largo de la cirva,~Al sustituir dr por su expresion, resulta:
ds® = Bdu® + 2 F du dv +G dv? (10.1)

donde
KF=r,-r, F=1, 1, G=r,T1,

son funciones de u y v.

Definicién 10.2.8 La forma-cuadrdtica definida en (10.1) se denomina primera forma
fundamental de la superficie y se denotard por 1.

Observése que por ser ds? una longitud siempre es positiva, por lo que la primera forma
fundamental es”una forma cuadratica definida positiva. Por lo tanto, los elementos de la
diagonal dela matriz asociada, E y G; asf como su determinante, E G - F2 deben ser positivos.

A-partir de la primera forma fundamental, I, se puede definir el dangulo « entre dos

U u
— v —. Se tiene:
IR
dr =r,du+r,dv, Oor=r,0u+r,ov

direcciones tangentes a la superficie dadas por

Definicién 10.2.9 Liamaremos angulo de dos direcciones tangentes a la superficie al dngulo
a € [—m, 7| definido por

dr-or Eduéu+ F (dudv + dudv) + G dv dv
|dr||6r]  /Edu?+2F dudv+ G dv? VE du? + 2 F dudv + G 0v?

cosa =
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Propiedad 10.2.10 .

1) La dos curvas son ortogonales si E dudu+ F (dudv + dudv) + G dvév =0
F

VEG

2) El dngulo formado por las curvas coordenadas es: cos a =

3) Las curvas coordenadas son ortogonales si =0

Ejemplo 10.2.11 Para la esfera: r(0,¢) = (a sen¢ cosf,a sen¢ senf,a cosd), resulta:
E=ad? F =0, G =a*cos’0 y, por lo tanto, las curvas coordenadds (meridianos y
paralelos) son ortogonales.

10.2.4 Longitud de un arco y area de una.superficie

A partir de la definiciéon de la primera forma fundamental, la longitud de tina curva sobre
la superficie esta definida por:

b d*u du dv d*v
_ [l Y L DY gy
§ / \/ i 2 G O e

Ejemplo 10.2.12 La curva sobre’la esfera unidad v =, (cos@.senw' ¢, sen § sen ¢, cos ¢) defini-
da por: € = cotg (m/4 —t/2)70 =4 /2 — t5 0 < t < /2, propérciona:

rg = (—senf seng, cosb sen p;0), r, = (cosb cosg,send cos P, —sen @)

E =Ty - vy = sen®d, F=rygry=07 G=r4-rs5=1
do, . 1 do ]
dt “Jsen(mf2 —t) Jdt

Por lo tanto,

2
=0 = 4 [ aa= T

sen?(m/2 —t) 0 V2
Para definir el area de una superficie; tomemos una porcion de la superficie limitada
por las.curvas parametricas u y u du de pardmetro v y las curvas v y v + dv de parametro
u, como se ve en la figura.10.4. Como' primera aproximacién del area de dicho recinto
tomamos el area del paralelogramo cuyos lados son los vectores Ary =r, du y Ary =r, dv,

es decir,
Ao = |Ar; X Arg| = |r, X ry|dudv = VEG — F?dudv

En conseetiencia

A://Wmdudv

siendo W el subconjunto del dominio U que limita el trozo de superficie.

Ejemplo 10.2.13 Para el toro: r(6,¢) = ((b+ a sen¢) cosf, (b + a sen¢) senf, a cos @),
resulta:
E=(b+asen¢)’, F=0, G=d

y, por lo tanto,

2 2w
A=/ VEG—Fdbdo = | [/ (a(b+aseng)dp|d) =4r*ab
0<0<27,0<p<27 0 0
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10.2.5 Curvatura normal. Segunda forma fundamental.

La geometria de una superficie depende de dos formas cuadraticas diferenciales, la primera
y la segunda formas fundamentales. Para definir la segunda forma fundamental hemos de
considerar una curva C sobre la superficie que pase por el punto P = r(u,v) y el vector
curvatura de C en P, que viene dado (cf. 10.1.10) por

dt N
K=—=~Kp+kK
ds I
Definicién 10.2.14 «,, es la componente en la direccion del veector normal y sé€ le llama
curvatura normal y puede expresarse como
Ky = Ky IN.
kg €8 la componente en la direccion de tangente a”la superficie y se lefllama curvatura
geodésica.

Propiedad 10.2.15
(r, - N,) du* 4 (g N, £ r, - Ny Jdudo + (¢, - N,) dv?

fin = Edu? ¥2Fdudv + G dv?
Dem.:
De N -t = 0, se obtiene derivando a‘lo largo de C:
dt N dr dN drs dN
AN L. e 0L ' - _
s NS s dal Tl S

Teniendo en cuenta quie
dN = N, du4+N, dv, dr =rydu+r,dv,
resulta el enunciado. m

Definicion'10.2.16 A la forma cuadrdtied
II =€ du® 2 f dudv + g dv?

donde

1
e:_ru'NU) f:_i(ru'Nv—i_rv'Nu)) g:_rv'Nv

seile denomina segunda forma fundamental de la superficie.

Los coeficientes de la segunda forma fundamental también se pueden obtener en la forma
siguiente:
e:ruu'Na .f:ruv'Na g:rvv'N

Ejemplo 10.2.17 Para la superficie v = (u,v,u® — v?), se tiene:
r, = (1,0,2u), r,=(0,1,-2v), 1y =(0,0,2), r, =(0,0,-2)
I, XTI, 1

= = —2u,2v,1
T, X 1] 4u2—|—4v2+1( )

2 2
e = y f = 07 g —_— —
Vau? + 402 + 1 qu? + 402 +1
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Consideremos un punto P = r(u, v) sobre la superficie y otro punto préximo también
sobre la superficie, Q = r(u + d u, v + d v). La distancia de Q hasta el plano tangente a la
superficie en P estd dada por

o 1
d:PQ-N:(r(u—I—du,v—f—dv)—r(u,v})-N:dr-N+§d2r-N+---,

después de utilizar el teorema de Taylor. Facilmente (cf. [Lipschutz(1971)]) se prueba la
siguiente

Propiedad 10.2.18

1 1
§= §II: i(edu2—|—2fdudv+gdv2)

define el paraboloide osculador a la superficie_en un punto P.

La naturaleza de este paraboloide determing.da naturaleza de la superficie en un entorno de
P. De esta forma se pueden distinguiretuatro cagos (ver figura 10.5)"

e Caso eliptico: eg — 2 >0
e Caso hiperbdlico: eg < f2.< 0
e Caso parabdlico.€ g = f2 =10

e Caso plano: € =0/ f£.=0,9.=.0
‘IIV
v (b) LN —M2 <0 I‘

(@) LN—M2>0 () LN—M2=0,
L2+ M2+ N2+ 0

Figure 10.5: Clasificacién de puntos de una superficie

10.2.6 Ejercicios propuestos

Ejercicios de [Lipschutz(1971)] ndmeros 8.1, 2, 3, 7, 8, 9, 11, 17, 18
Ejercicios de [Galindo et al.(2005)] nimeros 4.15, 4.20, 4.21, 9.2, 9.3
Ejercicios de [Lipschutz(1971)] ndmeros 9.1, 2, 3, 7, 8, 9
Ejercicios de [Palacios(2010)]



