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3 Sistemas lineales: métodos iterativos

Ejercicio 3.1 .- Hallar un valor aproximado de la solucion del sistema:

9r — 2y = 5
—2r+4y—2 = 1
)
Y 6
trabajando con cuatro cifras decimales unicamente, tomando z(® = y©@ = 20 = oy
aplicando tres veces:
a) el método de Jacobi
b) el método de Gauss-Seidel
¢) el método de relajacion con w = 1.2
Ejercicio 3.2 .- Si la solucién exacta del sistema del ejercicio 77 es x = %, Yy = %, z = —%,

como puede comprobarse, interpretar los resultados anteriores, hallando ademés el valor
optimo de w para este sistema.

Ejercicio 3.3 .- Sea A € R™" y b € R". Se desea resolver el sistema lineal Ax = by para
ello se considera el método iterativo

{xo arbitrario
Tpy1=Bx,+b, n>0

donde B =1 — A.
a) Estudiar si el método propuesto es consistente.

b) Establecer una condicién necesaria y suficiente sobre los valores propios de A para que
el método propuesto sea convergente.

c) Para el sistema lineal

0 + 1
—T1+To— 2 =
511 293
:1;2+1:c3 = -2
_T2 T3 _
4 2

[ Es convergente el método?. Estudiar si el método de Jacobi converge. A la vista de
los resultados, jcudl es mejor en este caso?.

Ejercicio 3.4 .- Parala resolucién del sistema lineal Ax = b se considera el siguiente método
iterativo llamado de Richardson:

{xo arbitrario
g1 =T — Az, +b, k>0.

a) Comprobar que si A tiene la propiedad

n
> lagl<l=ay, 1=1,2,....n,
j=Lyti

entonces, el método de Richardson es convergente.
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b) Demostrar que si se divide cada ecuacién del sistema Az = b por el elemento de la
diagonal correspondiente y luego se aplica el método de Richardson al sistema lineal
resultante, el resultado es equivalente a aplicar el método de Jacobi al sistema original.

¢) Estudiar la convergencia del método de Jacobi cuando se aplica al sistema Ax = b, siendo
b=(11,11,11)T y

A:

w N D

3 2
6 3
2 6

d) Partiendo del vector inicial (2, 2,2)7, calcular una iteracién de los métodos de Richardson,
Jacobi y Gauss-Seidel para el sistema Ax = b con b = (10,8,10)" y

4 3 0
A=13 4 -1
0 -1 4
Ejercicio 3.5 .- Sea la matriz
1 a b
A= a 1 c¢|, abceR.
—b ¢ 1

a) Hallar la relacién que debe verificarse entre a,b y ¢ para que el sistema Ax = B tenga
solucion tnica. Se considerara en adelante que se verifica esta relacién.

b) Hallar la relacién entre a,b y ¢ para que sea convergente el método de Jacobi aplicado
al sistema Ax = B.

¢) Considerando el caso particular en que b = 0, verificar que en este caso los algoritmos
de Gauss-Seidel y Jacobi convergen 6 divergen simultdneamente.

d) ;Para qué valores de a,b y ¢ las matrices A correspondientes son simétricas definidas
positivas?. Estudiar en ese caso la convergencia de los algoritmos de Gauss-Seidel y
Jacobi.

Ejercicio 3.6 .- Se desea resolver el sistema lineal Ar = b y para ello se considera el
siguiente método iterativo, con o > 0:

{SCO arbitrario
Tpi1 = (I —aA)x, +c

a) Determinar ¢ para que el método sea consistente.

b) Suponiendo los valores propios de A reales, probar que el método es convergente si

2
A€ (0,

—), para todo A, valor propio de A.
@

¢) Determinar los valores de o que hacen convergente el método iterativo cuando se aplica
a la resolucion del sistema lineal:

2r+y=4
r+2y=>5
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1 2 =2

Ejercicio 3.7 .- Sea un sistema Axr =b,con A= 1 1 1 |. Hallar los radios espec-
2 2 1

trales de las matrices de Jacobi y Gauss-Seidel. ; Qué se observa de los resultados obtenidos?.

Ejercicio 3.8 .- Para resolver el sistema lineal

{xl—a:cgzbl

—ar] + Ty = bg

se va a aplicar el método de relajacién con parametro w comprendido entre 0 y 2.

a) Sea a = 3. Hallar el radio espectral de la matriz del método para w =0.1,1/2,1,3/2 y
2.

b) De a) deducir cudl es el mejor valor entre todos los de w respecto a rapidez de convergencia
y cudl es el mejor entre los que verifican 0 < w < 2.

Ejercicio 3.9 .- En la resolucion del sistema Ax = b con

hacer un estudio completo de la convergencia de los métodos de Jacobi, Gauss-Seidel y
relajacion.

Ejercicio 3.10 .- Dadas las matrices

10 -1 0 1
A=| -1 20 0|, b=1{ 19 |,
0 0 3 3

se considera el método iterativo dado por
Tpy1 =T —aD ' Az, +aD b,

siendo D la matriz diagonal de A y o € R. ;Para qué valores de o el método propuesto
converge?, razonar la respuesta.

Ejercicio 3.11 .- Se pretende resolver el siguiente sistema lineal:

2 -1 1 x —2
—2 4 -1 y =] 1
2 1 4 2 —6

a) Calcular la matriz B; de iteracién del método de Jacobi y las normas ||By|le v ||Bsll1-
Con los valores obtenidos para estas normas, jse puede asegurar la convergencia del
método de Jacobi?.

b) Estudiar la convergencia del método de Jacobi cuando se aplica a la resolucién del sistema
lineal anterior.
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c) Cuando se aplican los métodos de Jacobi y de Gauss-Seidel al sistema lineal anterior
partiendo de la aproximacién inicial xo = (0,0,0)7 y tolerancia = 1077, se obtienen
los siguientes resultados:

e Jacobi: converge en 41 iteraciones a x4 = (—6.1111110, —0.3333331, —1.1111110)
e Gauss-Seidel: converge en 15 iteraciones a 15 = (—6.11111104, —0.3333331, —1.1111110)

Indicar razonadamente por qué se cree que un método es mas rapido que el otro.



