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1 Planteamiento general

En muchas ocasiones se desea ejecutar un proceso, P, sobre una funcién f, para obte-
ner P(f). Procesos corrientes pueden ser: evaluar la funcién en un punto, encontrar
sus ceros, calcular la integral en un intervalo, etc. Puede ocurrir que la funcién y/o sus
derivadas solamente sean conocidas en algunos puntos o nodos o, simplemente, que su
expresion analitica sea suficientemente complicada para realizar el mencionado proceso.
Este problema se puede resolver sustituyendo la funcién f por otra funcién ¢ suficiente-
mente “sencilla” que “imite” a la anterior en algin sentido; para ello es preciso matizar
los dos detalles siguientes:

1) Hay que fijar un conjunto C' al que pertenecerd la funcién g.
2) Establecer rigurosamente el criterio de aproximacion a f.

Entonces, se habla de un problema de interpolacién en el caso de que se exija
que los valores de la funcién f (y posiblemente de sus derivadas) coincidan con los de la
funcién buscada g en algunos nodos.

Se llama problema de aproximacion al siguiente: Sea U un subconjunto de un
espacio vectorial £ con una métrica d(—, —) (generalmente, un espacio normado) y f € E.

Se trata de hallar, si existe, un elemento g € U tal que

A(f,9) = inf d(f.v)

2 La mejor aproximacién

Resolveremos aqui el problema de aproximar una funciéon f dada mediante funciones
de unas ciertas caracteristicas.

Generalmente, f es un elemento de un espacio vectorial normado E, que se intenta
aproximar mediante elementos de un subconjunto U de E.

Si U es denso en F (es decir, si la clausura de U coincide con E), f puede aproximarse
tanto como se quiera por elementos de U, ya que existe una sucesién {u,} en U tal que
lim,, o Uy, = f.

Si U no es denso en E (es decir, la clausura de U estd contenida estrictamente en E),
= i > (.
d(f,U) = nf d(f,v) > 0

Entonces, si existe g € U tal que d(f,g) = d(f,U), se dice que g es una mejor apro-
ximacion de f en U. Naturalmente, el significado de “mejor aproximacién” depende de
la norma escogida para el problema concreto.

Uno de los puntos importantes en este terreno es saber si tal mejor aproximacion existe

o no. Veamos el siguiente resultado.
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Teorema 2.1 Sea E un espacio vectorial normado, si U es un subespacio de dimension

finita, entonces, cada elemento de E posee al menos una mejor aproximacion en U.

La demostracién puede verse en Kincaid-Cheney, pg. 369.

En general, una mejor aproximacién no tiene por qué ser unica. Por ejemplo, al
aproximar la funcién f(x) = cosz sobre el intervalo [0, 7/2] mediante una funcién g(z) =
Az, donde A es una constante arbitraria, resulta que, si la norma adoptada es la del

maximo, cualquier recta de las mencionadas es una mejor aproximacién. Ver figura 1.

Cos x
14

/2
Figure 1.— Aproximacion de cosz por Az.

El proceso de obtener mejores aproximaciones, normalmente lleva consigo la resolucién
de un sistema de ecuaciones no lineales. Sin embargo, en el caso importante que vamos a
considerar, solamente se requiere la resolucion de un sistema lineal. Este caso es aquel en

que E es un espacio vectorial con producto escalar. Recordamos que

Definicién 2.2 Se denomina espacio vectorial con producto escalar (o interior),
también espacio vectorial euclideo, a un espacio vectorial en el que se ha definido una

forma bilineal simétrica y definida positiva, que denotaremos por < —, — >.

Ejemplo 2.3 R" con

n
<y >=) iy
=1

y Cla,b], el espacio de las funciones continuas, con
b

< fig>= [ f@)g@)wix)da

a

son espacios vectoriales con producto escalar.

Teorema 2.4 Sea U < E, espacio vectorial con producto escalar. Sean f € E y g € U,
entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i)f—gLlU

it) g es una mejor aprozimacion a f sobre U.
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Dem.: i) = ii). Sea h € U, se tiene:

1f =kl =11(f = 9)+ (g = WP =1 = gll* + llg = RII* > [If — gll*.
ii) = 1i). Sea h € U y A > 0. Se tiene:

0 < |[f—g+An[>=|f -9l
= |lf—glP+2x <f—g,h>+NR]7—|If —gll?
= A2<f—gh>+XNR]).

Haciendo A — 0, se obtiene que < f — g,h >> 0. Como la misma desigualdad debe ser
satisfecha por —h, también se tiene: < f — g, h >< 0; luego, < f — g, h > = 0; pero como
h es arbitraria en U, se cumple que f — g1lU.m

El sistema de ecuaciones lineales que resulta al expresar la condicién i) respecto de
alguna base de U se denomina ecuaciones normales; si {u;} es la base de U, estas se

pueden escribir en la forma:
< g,u; >=< f,u; >, j=12,..n

Ejemplo 2.5 Aprozimar f(x) = senx en [-1,1] por cix + cox® + c32° considerando la

i={ [ @)

Soluc.: Podemos tomar como U el subespacio engendrado por los polinomios x, x

norma
1/2

3

5
, 0 que

componen una base de U. Por lo tanto, las ecuaciones normales seran en este caso:

e <z, > dey <22V s ey <2 ¥ =< £V S 5=1,2,3

que componen un sistema lineal que se puede escribir en la forma matricial siguiente:

Ac=0,
siendo:
1/3 1/5 1/7 a—3
A=1|1/5 1/7 1/9 |, b= —3a+558 |, a=senl, [B=cosl,
1/7 1/9 1/11 650 — 1013

después de haber calculado las integrales debidas. Resolviendo el sistema se obtiene:
c1 ~ 348.9,c9 =~ —1491.1, c3 = 1275.6. El tamano de las soluciones indica que el problema
puede estar mal condiconado, como de hecho asi es, ya que K (A) = 295.313.

Ese mal condicionamiento suele ser frecuente cuando se utilizan polinomios respec-
to de la base natural. En general, es conveniente considerar otras bases, por ejemplo,

ortonormales.
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Si la base {u;} considerada en U es una base ortonormal se cumple: < w;, u; >=&;; ¥,
si expresamos el elemento g en dicha base mediante: g = ay u; + ... + a, u,, las ecuaciones

normales seran en este caso:
ap < U, U > Fol A a, < Upup >=< fu; >, j=1,2,..n,

es decir,

a; =< f,Uj >, j:1,2,...,7’l,

lo que quiere decir que g es la suma de las proyecciones ortogonales de f sobre los vectores
de la base, o sea, la proyeccion ortogonal sobre U, como implicitamente se encuentra
contenido en el teorema 2.4.

En el ejemplo precedente, se puede considerar la base de polinomios ortogonales de

Legendre (ortonormada respecto del producto escalar mencionado) siguiente:

P (x)=12//2/3
Py(z) = (5ba® —3x)\/2/3
Py(x) = (632° — 7023 + 152)/,/2/11

y buscar el polinomio g(x) = a1 Py(x)+as P2(x)4as Ps(z). En este caso obtendriamos, con
mucho menor esfuerzo computacional, la siguiente solucién: a; ~ 0.73731, as ~ —6.7391 *
1072, a3 ~ 2.2904 * 1072,

3 El problema del ajuste

Un planteamiento muy comun en las ciencias experimentales conduce también a prob-
lemas de Aproximacién.
Sea cierto fenémeno descrito por la variable dependiente y, la variable independiente

t y ciertos parametros ay, ..., a,, todo ellos reales y relacionados mediante la ecuacion:

y:¢(t;&17"'7an)7 (1)

que se supone conocida. Por ejemplo, experimentalmente se sabe que la cantidad de

sustancia radiactiva en una muestra en un instante dado esté definida por la ecuacién

y = a/lefagt7
donde los parametros aq, as dependen de la muestra concreta.

Interesa, pues, determinar los parametros, para lo cual se dispone de tantas medidas
experimentales como se quiera, en general, muchas mas que parametros a determinar.

Los parametros deben verificar las relaciones

yj:(b(tj;al’---aan)a j:1727"'7m>>n (2>



M. Palacios 2.1.1 Interpolacién y aproximacion. 6

Debido a que el modelo matematico considerado no es absolutamente preciso y a que las
medidas realizadas no son exactas, las igualdades (2) no se cumplen. Se plantea entonces
determinar el valor de los parametros ay, ..., a, (es decir, ajustar) de forma que el vector
de primeros miembros y el de segundos miembros de (2) estén a la minima distancia en
el sentido de alguna norma de R™.

Utilizando este procedimiento, Kepler descubrio, en 1601, su tercera ley a partir de
observaciones de los periodos y las distancias al Sol de los cuatro primeros planetas.

Los criterios de aproximacién mas habituales son los asociados a las normas siguientes:

Error maximo: Ew(¢) = maxi<pam{|o(ts) — vk}

. 1 m
Error medio: Ei(¢) = 2=k |o(tk) — vkl
1 1/2
Error cuadratico medio (RMS):  Eq(¢) = | — 37, |o(tr) — yil?
m

Ejemplo 3.1 Comparar las tres medidas anteriores de los errores al ajustar la funcion
lineal y = ¢(x) = 8.6 — 1.6 x a los puntos: (-1,10), (0,9), (1,7), (2,5), (3, 4), (4, 3),
(5, 0), y (6,-1).
Soluc.:

Ew(¢) = max{0.2,0.4,0.0,0.2,0.8,0.6,0.0} = 0.8,

Ei(¢) = é 2.6 = 0.325,

1.474/2
Ba(d) = {g} ~ 0.41833.m

Se puede ver que el error mayor es el del maximo, el peor de los puntos determina el
error; E1(¢) es el promedio de los errores de todos los puntos, es facil de calcular; el error

cuadratico suele utilizarse cuando los errores son de tipo estadistico.

3.1 El problema lineal de los minimos cuadrados

Si consideramos que la funcién ¢ es lineal en los parametros, las ecuaciones (2) toman

la forma

Az =0, (3)

donde x € R"™ que juega el papel de los pardmetros a;, b € R™ y A € Mg(m,n).
Supondremos que m > n y que rg A = n. Se ha planteado asi un problema lineal que

carece de solucion.

Hemos llegado al problema lineal de los minimos cuadrados, que se formula de
la siguiente manera:

Dado un vector b € R™ y una matriz A € Mg(m,n), m > n y rg A = n, determinar

x* € R" tal que haga minima la norma euclidea del vector residuo definido por

r(z)=b—Ax
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Observemos que esto es equivalente a encontrar la mejor aproximacién a b sobre el

espacio vectorial

M={Az|z e R"}

engendrado por las columnas v; de A, que es de dimension n.

Aplicando el teorema 2.4 que caracteriza la mejor aproximacién, resulta:
<b—Az",v;>=0, i=1,2,...,n

0, equivalentemente:

AT Azr = AT

4 Aproximacion mediante polinomios

En diversas situaciones anteriores hemos considerado polinomios. De sobras son cono-
cidos sus inconvenientes (sus oscilaciones, dan lugar a mal condicionamiento en los prob-
lemas de aproximacién, etc.) y sus ventajas (tienen expresiones analiticas sencillas, tanto
ellos como sus derivadas son faciles de evaluar, etc.). También tienen alguna ventaja de

tipo tedrico como se refleja en el siguiente resultado.

Teorema 4.1 (de Weierstraf) Si f es una funcion real continua en un intervalo com-

pacto [a, b], dado € > 0 existe un polinomio p(x) tal que
‘f(l’) —p(l’)‘ <€ Vo e [aab]

Dem.: Puede verse en cualquier libro de Analisis matematico. m
Para desarrollar la demostracion anterior, que es constructiva, se utilizan los denomi-
nados polinomios de Bernstein relativos a la funcién f definidos mediante:

n

Bue f) =3 () ot (1= £ )

k=0

4.1 El polinomio de Taylor

Un problema muy familiar, como es el determinar el polinomio de Taylor, puede

plantearse como un problema de aproximacion en los siguientes términos:

Teorema 4.2 (de Taylor) Si f es una funcion real definida en un intervalo compacto [a,
b/ y derivable n veces en €I, dado xq € [a,b] existe un unico polinomio p(x) de grado n tal
que

pg)(xo) = f(j)(xo), j=0,1,...,n
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Dem.:

Basta resolver el sistema compatible determinado que resulta al expresar las hipotesis.

Ya que el nimero de pardametros a determinar coincide con el niimero de condiciones,
realmente, este es un problema de interpolacién, pues se conocen valores de la funcion y
de sus derivadas en un punto. También es conocida de otros cursos anteriores la expresion

del “error de interpolacion”



