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1 Introduccion

El problema que se pretende resolver en este capitulo es el de un sistema de m ecuaciones lineales
con n incognitas definido en forma matricial mediante:

Ax=0b,

en donde A € RU™™ y b e R™ son datos y 2 € R” es el vector incégnita. Explicitamente se puede
escribir en la forma:

annry + appry + ... + apr, = b
a1y 4+ axpprs + ... + awmxT, = by

(1)
Am1iT1 + amaTys + ... + amnTn = bm

En primer lugar hay que estudiar el sistema para ver si tiene solucién, en segundo, hay que
encontrar esa soluciéon. Recordemos un resultado de bachillerato

Teorema 1.1 (Rouché-Frébenius) Un sistema de ecuaciones lineales, tal como el (1), es
compatible <= rang A = rang [A b]
compatible determinado <= rang A = rang [A b] = n
compatible indeterminado <= rang A = rang [A b] < n
incompatible <= rang A # rang [A b]

Los procedimientos de resolucion de un sistema lineal consisten basicamente en transformar el
sistema Ax = b en otro equivalente, es decir, que tenga las mismas soluciones, pero que sea més
facil de resolver, por ejemplo, que tenga forma triangular. Una vez en esta forma, es facil estudiar
el sistema y, en su caso, encontrar su soluciéon por sustitucién hacia atras.

Para ello, suelen utilizarse diferentes métodos basados en el clasico método de eliminacién
gaussiana, que consiste, como ya es conocido, en ir haciendo ceros por debajo de la diagonal en
cada columna de la matriz ampliada.

2 Operaciones elementales

Para simplificar el sistema lineal (reducirlo a uno triangular) se pueden realizar las siguientes
operaciones elementales con las ecuaciones:

a) intercambio de la i-ésima y la j-ésima,

b) substitucién de la i-ésima por ella mas la j-ésima multiplicada por un escalar A,

¢) multiplicacién de la j-ésima ecuacién por un escalar A # 0.

Estas operaciones elementales son las operaciones aritméticas mas sencillas que transforman un
sistema lineal en otro equivalente, es decir, con las mismas soluciones.

Los tres tipos de operaciones elementales se pueden realizar sobre el sistema mediante multipli-
cacién por unas matrices adecuadas, llamadas matrices elementales

Definicion 2.1 Las matrices elementales que permiten realizar las operaciones mencionadas estan
definidas en la forma siguiente:

a) P;j es la matriz unidad con sus filas i y j cambiadas;

b) Pij(\) es la matriz unidad, pero con su elemento ij es igual a A;

c) Pjj(N\), A # 0, es la matriz unidad, pero con su elemento jj igual a \.
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Por ejemplo, si tomamos matrices de orden 3:

)

1 00
Pys=10 0 1], Pya\=
010

o O =
o = O

0
A
1

Py () =

o O =
o > O
= o O

3

Comprobamos que al multiplicar una matriz A a la izquierda por alguna de estas matrices, se

realiza la operacién indicada. Por ejemplo, si

ail a2 a3 a4
A= ax ax» a3 au |,
a3y agz a3 as
100 ail a2 a3 a4
P3A=10 0 1| A= a3z a3z a3z a3 |,
010 az1 G2 @23 A24
100 ail a12 a3 a4
Pys(M)A= |0 1 XN | A= az1 +Nas1 axx+Aaze ags+ Naszs asa+ Aaza |,
0 01 asy a3z ass as4
1 0 O a1 a2 a3 a14
APQQ()\) = 0 X O A= )\agl )\agz )\agg )\a24
0 0 1 azy  azz  aszy a3

Observemos que al realizar las mismas multiplicaciones anteriores por la derecha, se realizan

las operaciones elementales sobre las columnas de la matriz A.

En concreto:

1 0 0 O a a a a
0010 11 a3 a2 aus
APy =A 010 0|=|0 az axn ax |,
000 1 as1 agz ag2 as4
1 0 0 O
01 XA 0 air a2 Aaj2 +aiz aus
APy3(N)=A 00 1 o0 axs Aagy +azx a |,
00 0 1 az1 asx Aasx +asz azs
1 0 0 O
0N 0 0 ail Aaiz a3 a4
APy(N) = 00 1 0 A= | az Aaz ax axu
00 0 1 azr Aazzx azz as4

Observemos el diferente comportamiento de las matrices P;;() al actuar sobre las filas o sobre las

columnas, y cémo el tamano de las matrices elementales debe ser elegido adecuadamente.

Propiedad 2.2 Todas las matrices elementales son regulares y sus inversas son las siguientes:

P;l =Py, (Py(V) 7! = Py(-N),

(Pi(A)™h = Py (1/N).

Propiedad 2.3 El determinante de las matrices elementales viene dado por:

det(F;) = =1, det(F;;(A)) =1,

det(ij(A)) =\
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3 El método de eliminacién gaussiana

4

Como hemos comentado més arriba, el método de eliminaciéon gaussiana consiste basicamente en
transformar el sistema en otro equivalente, cuya matriz de coeficientes tenga forma escalonada,

mediante premultiplicacion por matrices elementales adecuadas.

ejemplo realizado con Matlab.

Ejemplo 3.1

a =
O -
0
5

b= [4;-3;-1]

u=[a,b] ;m=eye(3);
Primer paso, permut
i=3;j=1;t=0;e=pij(i

5

0

O -

5 4
3 -4
3 -5

ar filas 1y 3
,j,>t,3) ;m=e*m;u=e*u

3 -5
3 -4
5 4

IS

1
4
2

-1
-3
4

Segundo paso, hacer ceros en la segunda columna por debajo de la diagonal
i=3;j=2;t=-u(i,j)/u(j,j);e=pij(i,j,t,3) ;m=e*m;u=e*u

5
0
0

En este momento se analiza el sistema y se comprueba que

indeterminado.

3 -5
3 -4
0 -8/3

1
4
26/3

-1
-3
-1
es compatible

Tercer paso, anular los elementos de encima de la diagonal comenzando
por la columna correspondiente al dltimo pivote (esto es lo que se denomina

substitucién hacia

i=2;3=3;t=-u(i,j)/u(j,j);e=pij(i,j,t,3) ;m=e*m;u=e*xu

5
0
0

atras)

3 -5
3 0
0 -8/3

1
-9
26/3

i=1;3=3;t=-u(i,j)/u(j,j);e=pij(i,j,t,3) ;m=e*m;u=e*u

5
0
0

i=1;j=2;t=-u(i,j)/u
5
0
0

3 0
3 0
0 -8/3
(3,3);e=pij(i,j,t,3);m=
0 0
3 0
0 -8/3

-61/4
-9
26/3

e*m;u=e*xu
-25/4
-9
26/3

-1
-3/2
-1

7/8
-3/2
-1

19/8
-3/2
-1

Cuarto paso, hacer unos los elementos que han figurado como pivotes.
i=1;j=1;t=1/u(j,j);e=pij(i,j,t,3) ;m=exm;u=e*u

1
0
0

0 *
3 *
0 -8/3

-5/4
-9
26/3

i=2;j=2;t=1/u(j,j);e=pij(i,j,t,3) ;m=e*m;u=e*u

1
0
0

0 *
1 *
0 -8/3

-5/4
-3
26/3

i=3;3j=3;t=1/u(j,j);e=pij(i,j,t,3) ;m=e*m;u=e*u

1
0
0

Paso final, despeja:

0 *
1 *
0 1

r las

-5/4
-3
-13/4

19/40
-3/2
-1

19/40
-1/2
-1

19/40
-1/2
3/8

incégnitas en funcién de un parametro, que es la cuarta incégnita, para obtener las
infinitas soluciones del sistema en la forma

19 5
+ —a,

=01

1
To=—=+ 3(17

2

3
8

r3 = — +

13
—
4 )

Recordémoslo con el siguiente
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El proceso seguido, completo hasta la obtencién de las soluciones, suele denominarse método de
Gauss-Jordan y la forma escalonada especial, U, en que se ha transformada la matriz ampliada
del sistema se llama forma escalonada reducida por filas (comando rref(A) de Matlab).

3.1 Calculo del rango de una matriz

Observemos que cuando se ha obtenido la forma escalonada (después del segundo paso en el ejemplo)
se puede deducir el rango de la matriz A del sistema y de la matriz ampliada.

Definicion 3.2 FEl rango de la matriz es igual al nimero de filas no nulas de la matriz triangular
resultante después de haber completado la eliminacion gaussiana.

En consecuencia, llegados a este paso se puede discutir un sistema. Si ambos rangos coinciden,
el sistema es compatible y se sigue el proceso, caso contrario, el sistema es incompatible.

En el ejemplo anterior se observa que el rango de A, rg A, es 3 y coincide con el de la ampliada,
aunque es menor que el nimero de incégnitas, por lo tanto, el sistema es compatible indeterminado;
apareceran tantos parametros en la solucién como el nimero de incégnitas menos el rango de A.

3.2 Calculo del determinante de una matriz cuadrada

El proceso de eliminacién gaussiana también permite calcular el determinante de una matriz cuadra-
da. Para ello se efectiia la eliminacién gaussiana, sin multiplicar las filas por ningun escalar, hasta
llegar a la matriz equivalente triangular superior. Este proceso se puede representar en la forma:

E, - --FE1A=U

en donde las matrices £; son matrices elementales de permutacién o de sustitucién, por lo que su
determinante (cf. prop.2.3) vale

det(Pyj) = —1, det(Py (M) = 1
y, por lo tanto,

det(E, --- E1 A) = det(E,) ---det(Eq) det(A) = (—1)° det(A) = det(U) =

det(A) = (=1)° det(U) = (=1)° T wjj,
j=1

siendo € el ntimero de permutaciones de filas realizado.
Por ejemplo, si consideramos solo las tres primeras columnas de la matriz A del ejemplo 3.1,
podemos decir que
det A =5.3.(—=8/3) = —40

Evidentemente, si alguno de los elementos de la diagonal de la matriz U es cero, el determinante
de A es cero también.

3.3 Calculo de la inversa de una matriz regular

Dada una matriz regular A € Mg (n), el calculo de su inversa se reduce a resolver el sistema definido
por
AX =1,

en donde X = A~! es la matriz inversa. En realidad, este problema se puede interpretar como la
resolucién de n sistemas de ecuaciones con la misma matriz de coeficientes y términos independientes
coincidentes con las columnas de la matriz unidad, I.
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Asi, pues, el cdlculo de la matriz inversa se puede llevar a cabo aplicando el método de Gauss-
Jordan a la matriz A ampliada con las columnas de la matriz unidad, de esta forma en el lugar que
ocupaba inicialmente la matriz unidad aparecera ahora la inversa de A.

Ejercicio 3.3 Encontrar la inversa de

a =

-2 0 0
3 0 -1
-2 -4 -2

Sol.: Utilizando Matlab

ai = [a,eye(3)]

-2 0 0 1
3 0 -1 0
-2 -4 -2 0

u=ai;m=eye(3);

i=2;j=1;t=-u(i,j)/u(j,j);e=pij(i,j,t,3) ;m=e*m;u=e*u

-2 0 0 1

0 0 -1 3/2

-2 -4 -2 0
i=3;j=1;t=-u(di,j)/u(j,j);e=pij(i,j,t,3) ;m=e*m;u=e*u

-2 0 0 1

0 0 -1 3/2

0 -4 -2 -1

i=3;3j=2;t=0;e=pij(i,j,t,3) ;m=e*xm;u=e*u

2 0 0 1
0 -4 -2 -1
0 0 -1 3/2

i=2;3j=3;t=-u(i,j)/u(j,j);e=pij(i,j,t,3) ;m=e*m;u=e*u

-2 0 0 1
0 -4 0 -4
0 0 -1 3/2

i=3;j=3;t=-1/u(j,j) ;e=pij(i,j,t,3) ;m=e*m;u=e*u

-2 0 0 1
0 -4 0 -4
0 0 -1 3/2

i=3;j=3;t=1/u(j,j);e=pij(i,j,t,3) ;m=e*m;u=e*u

-2 0 0 1
0 -4 0 -4
0 0 1 -3/2

i=2;j=2;t=1/u(j,j);e=pij(i,j,t,3) ;m=e*m;u=e*u

-2 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 -3/2

i=1;j=1;t=1/u(j,j);e=pij(i,j,t,3) ;m=exm;u=e*u

1 0 0 -1/2
0 1 0 1
0 0 1 -3/2
inv(a) =
-1/2 0 0
1 1/2 -1/4
-3/2 -1 0
inv(a) == m
1 1 1
1 1 1

1 1 1

O = O = O O = O

o

1/2
-1

1/2
-1

o

o

o

-1/4

-1/4
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Podria haberse utilizado la orden “rref(A)” de Matlab para obtener el mismo resultado.

Observemos también que el conjunto de operaciones elementales realizado se escribe en la forma
E. - E1A=MA=1

en donde las matrices F; son las matrices elementales que han actuado. Por lo tanto, M debe ser
la inversa de A.

4 Factorizacion L U

El método de eliminacién gaussiana permite construir matrices L y U tunicas tales que: A = LU,
en concreto,

Teorema 4.1 Sea A € My (n,m) tal que todos sus menores principales son no nulos. Entonces,
existen matrices L y U unicas tales que:

A=LU, (2)
siendo
1 Uiy U2 ... Ulp o Ulm
lor 1 U2 ... Uy ot Uy
lnl PPN ln,n—l 1 Unn te Unm

La férmula (2) se denomina factorizacién L U de la matriz A.

Observemos que, segin 3.2, los menores principales son

ayl ... Qg Uil ... ULk k
det = det :Hujj
agl ... Qgk Uk Jj=1
Por lo tanto, la no anulacién de estos menores principales equivale a la no anulacion de los privotes

de la elminacién gaussiana. Si algin pivote resultase nulo, bastaria realizar una permutacion
adecuada con alguna fila posterior para conseguir la hipdtesis del enunciado.

Demostr.: El primer paso de la eliminacién consiste en la multiplicacién de la matriz A por
las matrices elementales P (—l;1), li1 = —aq/ai, i@ = 2,3,...,n, es decir, realizando dicho
producto por la matriz

Ly = P (—lp1) ... Por(=l21), (4)

Analogamente, el paso k-ésimo consiste en la multiplicacién de la matriz A de este paso por las
matrices elementales Pj(—lox),i = k+1,,...,n, es decir, realizando dicho producto por la matriz

L = Pop(=lnk) - Preg1x(=les1k), (5)
Por lo tanto, las sucesivas matrices A*) son:
LiAd=AD [, AW =A@ [, A-D = g0 =y

En consecuencia,

U=L, 1Ly 9..11A=— A= (Ln—l L, ...Ll)il U
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Pero
(Lpn—1Lp—2..L1) 7' = (P 1 (—lnpn—1) - Paa (=ln1)... Por (=l21)) 7L =
Por(=l21) 7 e Pt (=) " e Pon1 (= lyn—1) "t = Par(l21)-- Poa (In1) - Pon—1(lnn—1) = L.

La unicidad de la factorizacién anterior se prueba como sigue. Supongamos que hubiese dos
factorizaciones del tipo mencionado: o
A=LU=LU

Entonces, ya que L es regular, se tendrfa: L™ LU = U; como U y U son triangulares superiores y
L y L son triangulares inferiores, L™! L deber ser la unidad, es decir, L = L, y, en consecuencia,

U=U.nm

Resolucién de sistemas lineales.

En la practica, muchas veces se encuentra que es preciso resolver una serie de sistemas lineales
que tienen todos la misma matriz de coeficientes y en los que los términos independientes sélo se
conocen después de haber resuelto el sistema anterior. Por eso, para su resolucion se suele proceder
en la forma siguiente:

a) obtencién de la factorizaciéon A = LU

b) resolucién de los sistemas triangulares

LZ=b UX=Z
por sustitucion progresiva y regresiva, respectivamente.

Ejercicio 4.2 Resolver el siguiente sistema

5 21 x 12
5 —6 2 y | =1 -1
—4 21 2 3

mediante factorizacion L U de la matriz de coeficientes

Soluc.: Mediante eleminacién gaussiana se consigue A = L U, siendo

L =

1 0 0

1 1 0

-4/5 -9/20 1

U =

5 2 1

0 -8 1

0 0 9/4
y de aqui:

21 = 12, Z9 = —13, Z3 = 27/4,

y también,



