Calculo numérico. Practica 4: Interpolaciéon y
Aproximacion.

Objetivos generales:

Destacar diversos aspectos tedrico—practicos relativos a la interpolacién polinémica y
a la aproximacion uniforme y por minimos cuadrados. Introducir otros interpolantes:
polinomios de Hermite y splines ctibicos .

Para desarrollar esta practica han sido creadas diversas aplicaciones que contienen los
métodos de Lagrange, Newton, Hermite, spline cibico natural y spline ctbico forzado
(clamped).

cierta

Para dibujar se utiliza la aplicacién Wgnuplot y basta cargar (load) el fichero que se
indica en los ejercicios.

Ejercicios propuestos

1.- Dado el conjunto de puntos:

{(_17 10)7 (0’9)7 (17 7)7 (27 5)’ (374)7 (473)7 (5’ 0)7 (67 _1)}

a) Dibujarlos en el plano.

b) Discutir las diferencias entre los siguientes dos métodos propuestos para obtener
una funcién que los “represente” lo més fielmente posible:

Método 1: Aproximacién lineal por minimos cuadrados discretos, siendo y = a + bz
la recta de regresién con
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siendo (z,v;),i =1,...,n, los puntos dados.

Método 2: Interpolacién polinémica de grado < 7.

Ejecuta la aplicacion ejerl y para dibujar el fichero ord1.txt.

2.- Para los siguientes conjuntos de datos, construir la tabla de diferencias divididas y
deducir el grado del polinomio de interpolacion que pasa por ellos:

a) {(1,-3),(2,0), (3,15), (4,48), (5,105), (6,192)},
b) {(0,1), (1,0.5403), (2, —0.4161), (3, —0.9899), (4, —0.6536)} .

Ejecuta la aplicacién newton y para dibujar el fichero ord2.txt.

3.- Dado el conjunto de puntos: (11,1),(12,0), (13,1), (14, 3), se considera el polinomio de
interpolacion ps(z), expresado de las tres formas siguientes:
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i) ps3(z) = ap + a1z + asz? + aza®,

i) ps(x) = @olo(x)+arly(x)+asls(z)+asls(x) siendo ;(x); i = 0, 1,2, 3, los polinomios
de Lagrange,

iii) p3(x) = ag + a1(x — xo) + ao(z — xo)(x — 1) + az(x — xo)(x — 1) (x — x3), donde
las x;; + = 0,1, 2 son las abscisas de los tres primeros puntos dados.

y se pide:

a) Plantear los sistemas de ecuaciones lineales asociados a cada una de las formas del
polinomio de interpolacién ps(z).
b) Obtener las matrices de coeficientes de los sistemas anteriores. Cuél estd mejor

condicionada?.

c¢) Si se quisiera anadir un punto nuevo (z4,y4) a los datos, jen qué casos se podria
utilizar el polinomio calculado p3(x) para calcular py(x)?.

Ejecuta las aplicaciones lagrange y newton y para dibujar el fichero ord2.txt.

4.- Interpolacion inversa. Se puede utilizar la interpolacién para obtener una raiz aprox-
imada de una ecuacién, en ciertos casos.

Asi, sea f € OUa,b] tal que f'(x) # 0 en [a,b], y sea p € [a,b] una rafz de f que
queremos hallar aproximadamente. Si xy,...,z, son (n + 1) puntos distintos de [a, b]
v f(z;) = y;(i =0,...,n), podemos escribir f~!(y;) = z; (f' # 0 en [a,b]). Podemos,
pues, hallar el polinomio de interpolacién de f~! de grado n en los nodos vo, ..., Yn ¥
tomar como valor aproximado de p el valor de dicho polinomio en 0, ya que sabemos

que f(p) = 0, 6 sca p = f~(0).

Ejercicio. La ecuacién: z — 97 = 0, tiene solucién tnica en [0, 1]. Aproximarla,
mediante interpolacién inversa sobre los nodos xg = 0,21 = 0.5, x5 = 1.

Ejecuta la aplicacién ejerd y para dibujar el fichero ord4.txt.

5.- El error en la interpolacién polinémica de grado 3 para una funcién f € C“[a, b] en los
nodos: a < xg < 11 < Ty < x3 < b, puede estimarse por:

|7 — xol|r — @1||7 — To||T — 25 “
— <
argggwa) p3(7)| < nax 1 Inax |5 (2)]

De esta acotacion, el factor:

|z — @o||z — @1||z — @o| |z — 5]
aZe2y 4! (2)

es independiente de la funcién, pero depende de los puntos.

Ejercicio. Dar cuaternas (xg, 21, xs,x3) de puntos en [—1,1] y comparar las corre-
spondientes gréficas de la funcion: |x — zg||x — z1||x — x3||z — x3]|/4!, con la obtenida
mediante los nodos del polinomio de Chebyshev Ty(x). ;Cudl crees que es la que
minimiza el factor (2)?

Nota. Los polinomios de Chebyshev pueden generarse usando la siguiente relaciéon de
recurrencia:

To(x) =1, T(x) =z, Tp(x) = 22T, (x) — T—o(z), k=2,3,...



El polinomio de Chebyshev T (x) tiene N ceros distintos en [—1, 1]:

(2k +1)m

T = COS 5N

 k=0,1,...,N—1.

Ejecuta la aplicacién chebyshev y para dibujar el fichero ord5.txt.

6.- Se considera la funcién f(z) = 1/(1 + 252%) en [—1,1].

Para valores de n < 20

a) Dibujar la grafica del polinomio de interpolacién p,(z), en n+ 1 nodos igualmente
espaciados del intervalo [—1, 1], por medio del método de Newton.

Para la funcion dada y con nodos igualmente espaciados se puede observar que la
sucesion (p,(x)) no converge a f(z) cuando n — +oo (Fendmeno de Runge).

b) Dibujar la grafica del polinomio de interpolacién tomando como nodos los ceros
del polinomio de Chebyshev T}, ().

A qué es debido el resultado?

Ejecuta la aplicacion ejer6 y para dibujar el fichero ord4.txt.

7.- Dada la siguiente tabla de valores

aproximar los valores de f(0.5) y f(1.5) utilizando el polinomio interpolador de Hermite.
Ejecuta la aplicaciéon hermite y para dibujar el fichero ord7.txt .

8.- Se desea construir un polinomio de interpolacién de la funcién f(z) = log (1 + z) en
n + 1 puntos del intervalo [0, 1].

a) Para varios valores de n, obtener una cota superior del error en la interpolacién
de Lagrange.
b) Idem. en la interpolacién de Hermite.

c) En el caso de 5 puntos observa el error mediante la aplicacién hermite. Para
dibujar usa el fichero ord8.txt.

d) Repetir para la funcién f(z) = sen(pzx), con valores de p = 1,2,5 y 10. Ejecuta la
aplicacion ejer8 y para dibujar el fichero ord4.txt.

9.- Construir el spline cibico natural que interpola los siguientes datos, correspondientes a
una funcion f.

x -5 -4 -3 -2 1012345
Sl 0 0 0 0 0 100000

Comparar las graficas del spline obtenido y del polinomio:



— (2% = 1)(2* — 4)(2* — 9)(2* — 16)(z* — 25)
ple) = 14400 !

que interpola dichos datos.

Ejecuta la aplicacién nspline y para dibujar el fichero ord9.txt.

10.- Mediante las aplicaciones cspline y nsplinel y utilizando interpolantes spline ctibicos
forzados (condiciones sobre la derivada primera en los extremos) y naturales respecti-
vamente, dibujar una curva que represente el perfil superior de la figura que se muestra
(usa el fichero ord10.txt para dibujar). Los datos se encuentran en el fichero ej10.dat.
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