Calculo numérico (Ingenieria Industrial)

12 septiembre 2003 Tercera convocatoria (septiembre)

Si a € [1/2,1], para resolver la ecuacién a = 1/z, se aplica la siguiente iteracién

funcional (que no necesita hacer divisiones):

Tnt+1 = g(mn) = Tn (2 - axn)
a) ;Cual es su orden de convergencia para un xg adecuado?. (0.75 ptos)

b) ;Cudntas iteraciones seran necesarias para obtener el punto fijo con un error absoluto menor
que 1078, (0.75 ptos)

¢) Realizar las iteraciones necesarias para obtener una aproximacién al punto fijo con la toleran-
cia indicada en el apartado anterior, tomando a = 0.8 y g = 1.1. ;Cudntas operaciones
aritméticas son necesarias?. (1 pto)

Ejercicio 2 |Dada una funcién f € C3(R) y los nodos 29 = a —2h, 11 =a—hy xy =acon h > 0
v a € R, se pide:

a) Calcular el polinomio de interpolacién de f(z) utilizando los nodos anteriores. (1 pto)

b) Utilizando el polinomio de interpolacién calculado, obtener las férmulas
_ 3f(a) —4f(a—h) + f(a = 2h)

/
(@) - ,
fla) —2f(a—h)+ f(a—2h
f”(a) ~ h2 ( ) .
(1 pto)
c) Calcular la expresién del error y el orden de la férmulas anteriores. (1 pto)
Se considera el PVI:
y=-—y+t+1, tel0,1, y(to) =0
y los métodos de Runge-Kutta definidos por sus tablas de Butcher
0 0 0 0
M. 11 M2 2/312/3
1/2 1/2 ‘1/4 3/4
a) Escribe las ecuaciones de ambos métodos y encuentra el orden del segundo. (1.5 pto)

b) Comprueba que los dos métodos RK aplicados al PVI anterior dan las mismas aproximaciones
para toda eleccién de h. (1 pto)

Se desea resolver el sistema Axr = b, donde

12 1
A= 1], b= 1,
2 4+ 2——

con n = 100. Para ello se propone resolver el sistema Az = b = (1,2)7.

a) Estudiar el condicionamiento de A para cualquier ntimero natural n, por medio de la norma
infinito. (1 punto)

b) Utilizando el condicionamiento de la matriz A con n = 100, estimar el error relativo que se
puede cometer en la solucién. (1 punto)



Soluciones
1l.a)
g@)=z(2-2) —g@=2(1-a) — g(a)=0
g'(x)=-2a#0
Por lo tanto, el método es de orden 2

1.b)

1 1 1
€n+1:|xn+1—5’:’xn (2—63«")—5\:a(l‘n—a)zza@%:azeﬁ

_ _ n+l 2n
1= = a 60

Por lo tanto,

12(n-1)
en < 10*8, sia’ e 3

< <1078,

es decir, si
108 <222 _n>15

l.c)
gz =x(2—-0.8z), zp=11, a=038

k ’ abs(g(x) — 1.25)

T [0.018

2 1 0.0002592

3| 5.3747712 %« 1078

4 | 2.44249065 % 10710

Serdan necesarias 3 operaciones aritméticas por iteracion, en total 12 .

2.a)
Ty f@e) | flow o] | Flow, Trg, Trpo)
o= a—2h | flzg) | L&V - f(xo) | flx2) — 22(}:;1) + f(2o)
1 =a—h | f(z1) M
2 =a f(x2)
Pola) = f(0) + f(z1) ; f(@o) (= 20) + flxo) — QJ;(thl) + (o) (2 — 30) (x — 1)
2.h)
Pi(z) = f(x1) ; f(zo) N fx2) — 2];519021) + f(x0) (2 — 2o — 1)
Pl(x) = f(z2) — 2]0}(;251) + f(zo)
Por lo tanto,
#'(a) ~ Pj(a) = f(x1) ; flzo) | f(x2) — 21;5;”621) + f(z0) (2a—19—11) 3f(a) —4f(a ;hh) + fla—2h)
(a) ~ fla) —2f(a _h];) + fla—2h)
f”(a) ~ PQN(x) _ f($2) - 2];5;31) + f(x(]) _ f(a) - Qf(a —hg) + f(a — Qh).



2.c) Por la teoria de interpolacidn,

F(z) = Pofa) + B(@). con Bx) = -1 (@~ a)(w — 1)z~ 22)
f(x) = Py(x) + E'(z), y f"(x) = P () + E"(2)
B(z) = f”;(!w) (2 — 21)(x — 22) + (& — 20)(& — 22) + (& — 70) (@ — 71)
B (@) = 1o lo(a — 29) + 2 — 21) + 2z — 22)

3!
Evaluando en el punto x = a, resulta:

frn(y)

2(a) = "0 (0 — )0 — ) + (0~ 0)(a — 22) + (0~ a0)(a — 1) = T2 2 = (O
luego el orden de la férmula de derivacion es 2.
E"(a) = / 3(!7’[}) [2(a —x0) +2(a — x1) + 2(a — x2) = ! 3(;’&) 6 hf" (1) h = O(h)

luego el orden de la férmula de derivacion es 1.

También se puede realizar utilizando desarrollos en serie de Taylor, obteniendo el mismo
resultado.

P by + £t + by g+ B (b )

Mlzyn+1:yn+2

h 2 2
Ms : ypy1 = yn + Z[f(tm yn) + 3f(tn + §h’ Yn + ghf(tmyn))]

La funcién incremento es: ¢(y,,h) = i[f(tn, Yn) + 3f(tn + %ha Yn + %hf(tn, Yn))]

Desarollandola en serie de Taylor, o bien, imponiendo las condiciones de orden de un Runge-
Kutta se obtiene:
ble=(1/43/4)(11)=1

bl c=(1/43/4)(02/3) =1/2
Luego el orden es 2, pues un método Ruge-Kutta explicito de dos etapas es de orden < 2.
3b) M12

h
Yn+l = Yn + 5[_yn +in+1+ (1 - h)(_@/n +in + 1)] = .

h? h?
":yn"_(h_?) (yn+tn+1)+7

h 2h
Ynir = Sl b+ T4 3(—pn D+ = + 28] =

2 2

h h
--Zyn+(h—7) (yn+tn+1)+7



condos(A) = [|Alloe [A™ oo
[Alloo = maz{l + 2,2+ 4+ 1/n*} =6 + 1/n

2 9.2
Al = ( L+ 47; 2;1 > — | A7 |oo = maz{1 4+ 6n2,3n3} = 1+ 6n?
—2n n
Por lo tanto, condao(A) = (6 + 1/n?)(6 + 1/n?) = 36n2 + 12 + 1/n?

4.b) Para n = 100,
condoo(A) = 36 % 10* +12 4 10~ = 350012.0001

_ Ab| 1 1
Ab = (010-4)T — 18U _ =
( ) B~ 2n2—1 19999
A Ab
M2zl oy 128 _ 17 0015
] 6]



