Capitulo 3

Espacios vectoriales

3.1 Introducciéon

Definicién 3.1.1 Un espacio vectorial V' sobre un cuerpo K, es un grupo
abeliano (V,+) dotado de una operaciéon externa con dominio de operadores
en I

KxV — V
(k,v) = k-v

que a cada par (k,v) € K x V le asocia un elemento de V' denotado por k - v,
o simplemente kv, que cumple las siguientes propiedades:

(k‘l + kz)v = klv + kQU \V/kl,kz € I(,U € V
(klkg)v = kl(k‘zv) \V/kl,kz € I(,U € V

—_

2
3. k(Ul + UQ) = kvl + kUQ Vk € [(,Ul,vz € V
4. l,v=v YveV.

Los elementos de K se denominan escalares y los de V' vectores. La operaciéon
externa también suele llamarse producto por escalar. Si V' es un espacio
vectorial sobre un cuerpo K, escribiremos abreviadamente que V' es un K-e.v.
En este curso trataremos exclusivamente con espacios vectoriales reales, es

decir, K =R.

Ejemplo 3.1.2 El conjunto de los polinomios de grado menor o igual que 2
con coeficientes reales

Py(z) = {ax* + bz +c | a,b,c € R}
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con la suma de polinomios (4) y el producto () por un escalar, es un espacio
vectorial (ejercicio).

Ejemplo 3.1.3 El conjunto de las matrices M,,, con la suma (+) de ma-
trices y el producto (-) por un escalar tiene estructura de espacio vectorial
(ejercicio).

Ejemplo 3.1.4 El conjunto
R" ={(z1,22,...,2,) | 2; € R}
con la suma (+)

R” x R* —s R”"
(,y) — xz+y

r = (1’1,1}2,... 7xn)7 Yy = (y17y27"' 7yn)7
513‘|"y:($1—|—y1,$2—|—y2,... 7$”+yn)€Rn7

y el producto (-) por un escalar

RxR* — R"

(,z) +— awm

x=(x1,22,...,2,), a€R,

ax = (axy, oy, ... ,0x,) € R™,
tiene estructura de espacio vectorial (ejercicio).

Definicién 3.1.5 Sea @ = (x1,... ,2,) € R”, los numeros reales 1,... ,z,
se llaman componentes del vector .

3.1.1 Propiedades de los espacios vectoriales
Las siguientes propiedades se deducen de la definicién 3.1.1

(a) 0v =0

(b) A0 =0

() (=\)o = —(Av)
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(d) A(—=v) = —(Iv)

() Av=0 = A=06v=0
() o=Xdw y A#0 = v=uw
() v=p5v y v£A0 = A=48
Demostracion

(a) Ov=(04+0)v LE) +0v y sumando a ambos lados de la igualdad —(0v)

obtenemos Ov = 0.

(b) A0 = A(0+0) 2 A0+ A0 y sumando a ambos lados de la igualdad —(A0)

obtenemos A0 = 0.

(c) Obsérvese que en esta propiedad estamos diciendo que el opuesto del
vector Av es el vector (—A)v. Por tanto tenemos que probar que Av +

(=A)v =0. En efecto Av + (—=A)v L (A= Xv=0v (@ 0.

(d) Esta propiedad afirma que el opuesto de Av es A(—wv). Asi, hay que
demostrar que Av + A(—v) = 0. En efecto Av + A(—v) 2 Mo —wv) =
0 Zo.

(e) St A0 =0y A # 0, entonces IN y tenemos A v = 1o = A710 4%@
v=_0.

(f) Si A # 0, entonces IN™! y tenemos A~ v = A1 dw =3 (A" N)o = A w

luego 1v = lw y por 4. tenemos v = w.

(g) Sean Av = (v, sumamos —(v) en ambos lados de la igualdad: Av +

(—=(Bv)) = Bo+(—(pv)) g Av+(—pv) =0y por 1. tenemos (A—F)v =0
y ademas v # 0, luego por (e) A — 3 = 0.

3.2 Subespacios vectoriales
Definicién 3.2.1 Sea (V,+,-) un espacio vectorial sobre R y W C V no

vacio. Se dice que W es un subespacio vectorial de V' si (W, +, -) tiene estructura
de espacio vectorial. Se denota W < V.
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Proposicién 3.2.2 Sea (V,+,-) un espacio vectorial y W C V no vacio,
entonces

a) v+weW Yo,weW

by IweW VieR.,Yoe W

Demostracion Una implicacion es obvia.

<) Seav € W, como —1 € R tenemos —v € Wy asi también 0 € W. Veamos
ahora que W satisface todas las propiedades para ser espacio vectorial. La
operacién + es binaria interna por hipdtesis. Las propiedades asociativa y
conmutativa se tienen por tenerlas en V. Ademas hemos visto que existe
elemento neutro en Wy que se tiene la propiedad del elemento simétrico. La
operacién - es binaria externa con dominio de operadores en R por hipotesis.
Las cuatro propiedades de la definicién 3.1.1 se tienen por ser ciertas en V. [

El resultado anterior tiene importancia desde el punto de vista practico, pues
para comprobar que un subconjunto W tiene estructura de espacio vectorial
basta con comprobar que las restricciones de las operaciones (+) y (-) al
subconjunto W siguen siendo operaciones internas.

Ejemplo 3.2.3 Comprobar que el conjunto
W= {(e,9,2) |42y =2} CR

es un subespacio vectorial de R?.

Podemos expresar mas comodamente el conjunto W como:
W ={(z,y,x+2y)} CR’
Sean wy, wy € W, veamos que wy, + wy € W. En efecto,
wy = (x1,y1,201 + Y1), w2 = (22, y2, 229 + y2),

y asi,

wy +wy = (1 + T2, 01 + Y2, 2(x1 +22) +y1r +y2) €W
Sean ahora w € Wy A € R, veamos que Aw € W. En efecto, w = (x,y, 2x+y),
luego Aw = (Ax, Ay, 2 z + Ay) € W.

Ejercicio 3.2.4 Estudiar si los siguientes subconjuntos de R? son o no s. v.

de R?.
L. Wiy ={(a,b,¢) |a=b+c}
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2. Wo=A{(a,b,c)|a=c+2}
3. Ws=H{(a,b,2)}

Proposicién 3.2.5 Si U y W son dos subespacios vectoriales de V', entonces
UNW yU+W ={u+tw | u e U,we W} son también subespacios

vectoriales de V .

Demostracion. Veamos en primer lugar que U N W es subespacio vectorial de
V. Para ello hacemos uso de la Proposicién 3.2.2

a) Consideremos u,v € UNW 'y veamos que u +v € UNW. En
efecto, st w € UN W, entonces u € U y u € W; ademas, siv e UNW,
entoncesv € Uy v € W. Como U es subespacio vectorial de V' entonces
u+wv € U; y por la mismarazéon u +v € W. Por tantou+v e UNW.

b) Consideremos u € UNW , X € R y veamos que Au € UNW. En
efecto, st u € UNW, entonces u € U 'y u € W. Como U es subespacio
vectorial de V' entonces Au € U; y por la misma razén Au € W. Por
tanto Au e UNW..

Se deja como ejercicio la prueba de que U + W es subespacio vectorial. a0

Nota 3.2.6 51 U y W son dos subespacios vectoriales de V', en general el
subconjunto de V., U U W, no es subespacio vectorial de V.

En efecto, consideremos el espacio vectorial V = R? y los subespacios vecto-
riales

U={(z,0)|[zeR} v  W={(0y)]yeR}.

El vector v = (1,0) € U y por tanto u € U U W. El vector w = (0,1) € W
y por tanto w € U U W. Sin embargo, el vector u + w = (I,
u+w=(1,1) € W, por lo que se deduce que u+w = (1,1) ¢ UU

el conjunto U U W no es subespacio vectorial de V.

g}—\
—
o
@
R
o

3.3 Combinaciones lineales
Definicién 3.3.1 Sea (V. +,-) un espacio vectorial sobre R. Sean

{Ul,UQ,...,Um}va{kl,kz,... ,km}CR
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Un elemento de V' de la forma k; vy +kqve+. . .+ &, v, se denomina combinacién
lineal en V' de los vectores vy, vg,... ... , U, ¥ se dice que ki, ka, ..., k, son
los coeficientes de dicha combinacion lineal. Abreviadamente escribiremos c.
l. para referirnos a la expresion combinacion lineal.

Definicién 3.3.2 El conjunto

{ Mo+ Ao+ oo+ Ao | A €RY

formado por todas las combinaciones lineales de los vectores vy, vy, ... ,v,, se
llama clausura lineal de {vy,vq,... ... ,Um }. Se denota R(vy,vq,...,0,) 6
(V1,02 ..., Uy) .

Proposicién 3.3.3 Dados vy, vy, ..., v, €V, suclausura lineal (v, v2,... ,0,)

es un s. v. de V.

(V1,09 ... ,Uy) <V

Demostracion. De nuevo hacemos uso de la proposicion 3.2.2

a) Consideremos
U, v € (V1,025 , V)

y veamos que u4v € (v1, Vg, ... ... ,Um) . Enefecto, siu,v € (v1,va,... ,0m),
entonces u = a1v; + v+ ...+ apv, v U= Biog+ Gvs ..o+ B0,
Por tanto, u +v = (ay + F1)vr + (a2 + Ba)va + ... + (@ + Bi)vm €

(V1,02 ..., Up) .

b) Consideremos
u € (v, 09, ... Um), A ER

y veamos que Au € (v1,v2,...,0,). En efecto, si u € (vy,va, ..., 0n),
entonces u = ayvy + vy 4+ ...+ av,, vy por tanto,

Au = (Aap)vr + (Aag)vg + ..o 4 (A )vp, € (v1,02, ..., Om)
Ejemplo 3.3.4 Sea V =R?, v; = (1,0,0) y vy =(0,1,0). Entonces
<U17U2> = {(l’,y,O) | T,y € R} < V.

Nota 3.3.5 (v1,v2,...,v,) es el menor subespacio vectorial de V' que con-
tiene a los vectores vy, vg, ... , ¥, .
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3.4 Sistemas libres

Definicién 3.4.1 Sea S = {vy,va,... ... ,v, } un subconjunto finito no
vacio de vectores de V. Se dice que S es libre (o que los vectores vy, vg, ...

., Uy, son linealmente independientes) si kyvy +ksva+. ..+ kv, = 0 implica
que k;=0,1=1,... .m.

En otro caso, es decir, si existen ki, ks, ... ,k, € R no todos nulos tales que
kivy + kovg + ... + kv, = 0, se dice que el sistema S es ligado (o que los
vectores vy, vg, ... ... , U, son linealmente dependientes) .

Nota 3.4.2

a) Obsérvese que si en 0 € S, entonces S es un sistema ligado. Si
S ={0,vy,v9,...,v, }, entonces basta tomar como coeficientes 1,0, . ..
., 0 (no todos nulos) para obtener la combinacién lineal 1-0+0-v; +

O-v94+...40-2v, =0.

b) Es condicién necesaria para que el sistema S sea libre que los vectores
v; sean todos distintos entre si. En otro caso, si v; = v; una combinacién
lineal con coeficientes no nulos seria 0-vy+...+1-v;+...4+(=1)-v;+

...+0-v, =0.

Ejercicio 3.4.3 Probar que S = {(1,1,0),(0,1,1),(1,1,1)} es un sistema
libre.

En efecto, si

ky(1,1,0) + kp(0,1,1) + ks(1,1,1) =0,

entonces
Fy +ks =0
ky +ky+ ks =0
kg —|— kg - 0

Este sistema es compatible determinado. Por ser homogéneo, la tinica solucion
es la trivial. Por tanto, k& = ky = k3 = 0 y el sistema S es libre.

Ejercicio 3.4.4 Demostrar que un sistema de vectores S = {vy, vy, ..., 0, }
es ligado si y sélo si existe un vector v; € S combinacion lineal de los demas.
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Ejercicio 3.4.5 Probar que S ={(3,1,—1),(1,1,0),(0,1,1),(1,1,1) } es un

sistema ligado.

Utilizaremos el enunciado del ejercicio anterior. Veamos si es posible expresar
uno de los cuatro vectores de S como combinacion lineal de los otros. Por
ejemplo, veamos si (3,1, —1) puede expresarse como c. 1. de los otros vectores.

L (3,1, =1) = a(1,1,0) + 5(0,1,1) + v(1,1,1) 7

entonces
o +v= 3
a+p0+~y= 1
fty=-1

Obsérvese que la matriz de coeficientes de este sistema coincide con la del
ejercicio 3.4.3. Por tanto, de nuevo se trata de un sistema es compatible de-
terminado. A diferencia, en este caso el sistema no es homogéneo. Resolviendo
obtenemos a = 2, = -2y v = —1. Por lo que podemos finalmente escribir

v = 21)2 —21)3—1)4,
donde hemos llamado

vr=(3,1,—1),v3=(1,1,0) ,03 = (0,1, 1) y s = (1,1,1).

Nota 3.4.6 Si v; no hubiese sido c.l. de los demas vectores no habriamos
podido afirmar nada acerca de si el sistema S era o no libre.

3.5 Sistemas generadores
Definicién 3.5.1 Sea V un e. v. y S = {wy, -+ ,w;} un subconjunto no
vacio de V. Diremos que S es un sistema generador de V' si cada vector de V

se puede expresar como un c. l. de elementos de 5; o sea, dado v € V existen
escalares k; € R tales que

v=Fkiw + ...+ kaw; para algin ¢ € N.

Abreviadamente escribiremos S es un s. g. de V.
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Ejemplo 3.5.2 S = {(1,1,0),(0,1,1),(1,1,1) } es un sistema generador de
R?. Por tanto cualquier vector de R? se puede expresar como c. 1. de los
elementos de S. Dado un vector cualquiera de R®, por ejemplo (3,1, —1),
calcularemos a continuacién los coeficientes o,  y v de la combinacién lineal
correspondiente.

(3,1,-1)=a(1,1,0) + 5(0,1,1) + v (1,1,1).

Se trata de una igualdad en R? equivalente al siguiente sistema lineal de 3
ecuaciones con 3 incognitas

3=a+p
l=a+p8+y

que tiene solucion unica.

3.6 Base de un espacio vectorial

Definicién 3.6.1 Sea V une. v. y S = {v1,vq,...,v, } un subconjunto
finito no vacio de vectores de V' . Se dice que S es una base de V' si S es libre
y sistema generador de V.

Nota 3.6.2 Existen espacios vectoriales que no poseen bases finitas. Se puede
definir también el concepto de base con un numero infinito de elementos,
aunque estos e.v. quedan fuera de lo que se va a estudiar este curso.

Ejercicio 3.6.3 Probar que el sistema de vectores S = {e¢;,eq,¢3}, donde
er = (1,0,0), e3 = (0,1,0) y e3 = (0,0,1), es una base de R*®. Esta base se

conoce con el nombre de base candnica.

Proposicién 3.6.4 Sea V' un espacio vectorial y {v1,vq,... ,v, } un sistema
generador de V. FEntonces existe un subconjunto de {vy,vy,... v, } que es
base de V' (de un sistema generador siempre se puede extraer una base).

Demostracion. Si {vy,vq,...,v, } es libre ya estd.

En otro caso, el sistema es ligado, y por tanto, un vector v; se puede expresar
como combinacién lineal de los otros. Supongamos, sin pérdida de generalidad,
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que ese vector es vy (si no fuera v; harfamos una reordenacién para que lo
fuera), y veamos que

{vg,...,v, }

también es sistema generador de V.

En efecto, si v € V entonces

U:k1U1+k2U2—|—...—|—knvn, (31)
por ser { vy, vq, ... ,v, } sistema generador de V. Pero v; es combinacién lineal
de {vy,...,v, } y por tanto existen escalares as, ..., a, tales que

vy = ayvy+ ...+ a,v, .
Sustituyendo esta expresion en (3.1) obtenemos

v o= ki(ague + ..o ayv,) + kv + .o+ By, =
= (krog + ka)va + ...+ (k1o + kv, ,

es decir, el vector v expresado como combinacion lineal de los vectores de
{vg,...,v, }.

Si {wvg,...,v, } fuese un sistema libre el proceso estaria terminado. En otro
caso, si { vq,...,v, } fuera ligado reiterarfamos todo lo hecho anteriormente:
extraerfamos un elemento de { vy, ... ,v, } combinacién lineal de los otros para
quedarnos con {vs,...,v, }, vy asi sucesivamente hasta obtener un sistema
libre, que sera la base de V. Obsérvese que el proceso tiene fin. a0

Ejercicio 3.6.5 Sea S el subespacio vectorial de R* dado por
S=A{(z,y,z,t) e =y—2z+1}.

Estudiar si B = {(1,1,0,0),(-1,0,1,0),(1,0,0,1),(1,1,1,1) } es una base
de S (obsérvese que B C 9, es decir, todos los elementos de B estéan en 5).

Veamos en primer lugar si B es sistema generador de S. Para ello conside-
ramos un elemento genérico (y — z + t,y,z,t) de S y comprobamos que se

puede expresar como c. l. de los elementos de B. Debemos encontrar «, (3, v
y ¢ tales que

(y—z+ty,z1)=a(l,1,0,0) + B8(—1,0,1,0) +v(1,0,0,1) + &(1,1,1,1).
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A partir de esta igualdad obtenemos el sistema lineal

a—p[F4+v+d=y—z+1

+0 =
“ / (3.2)
Ié; +45 =z
y+o=1

Hacemos un estudio del rango, mediante las correspondientes transforma-
ciones, obteniendo

1 -1 1 1 y—z+t

0 1 -1 0 z—1
(A|b)~...~ 0 1 ;

0 0 1 [

rg(A) = rg(Alb) = 3 < 4 = n. Por tanto el sistema es compatible indetermi-
nado(1). Si elegimos como parametro §, entonces la solucion es

y asi

(y—z+ty,z,t) =(y—20)(1,1,0,0)+ (2 —)(—1,0,1,0)+
+(t —6)(1,0,0,1) + (&)(1,1,1,1).

Si tomamos, por ejemplo, § = 0 se tiene que
(y—z+ty,z,t)=y(1,1,0,0) + 2(—1,0,1,0) + ¢(1,0,0,1),
y por tanto hemos probado que el sistema de vectores
{(1,1,0,0),(-1,0,1,0),(1,0,0,1) }
es sistema generador de S.
Veamos a continuacion si B es un sistema libre. De la ecuacion vectorial
a(1,1,0,0) + 5(—1,0,1,0) + 4(1,0,0,1) + 6(1,1,1,1) = (0,0,0,0)
obtenemos el sistema lineal homogéneo

a—[B+v+6=0
«a +5=0
3 +6=0
vy+46=0
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cuya matriz de coeficientes coincide con la obtenida anteriormente en (3.2).
Por tanto, efectuando las mismas transformaciones que en el caso anterior
obtenemos la matriz

11
10
(A]b) ~ ...~ L
11

[en il an il an B an )

—1
1
0
0

o O O

rg(A) = rg(Alb) = 3 < 4 = n. Por tanto el sistema es compatible indetermi-
nado(1). Hay infinitas soluciones, ademas de la solucién trivial. Por tanto «,
B3, v vy 0 no son necesariamente nulos y el sistema no es libre.

Ejercicio 3.6.6 Extraer una base de S a partir del sistema generador B del
ejercicio anterior.

Hemos visto que B era un sistema ligado, por lo tanto, sabemos que existe un
vector que es c.l. de los otros. En efecto,

(1,1,1,1) = (1,1,0,0) + (—1,0,1,0) + (1,0,0,1).

Eliminamos el vector (1,1,1,1), para considerar ahora el subsistema

c={(1,10,0),(-1,0,1,0),(1,0,0,1) } C B.

Por lo visto en la demostraciéon de la proposicion 3.6.4, el sistema C' es sistema
generador (hemos quitado un vector que era c. 1. del resto de vectores). Por
tanto sélo hay que ver si es libre. De la igualdad

a(1,1,0,0) + 8(—1,0,1,0) + 4(1,0,0,1) =0

obtenemos el sistema

a—F3+v=0
« =0
¢ =0
v=10

de donde se deduce que o = # = v = 0 y por tanto el sistema (' es libre, luego

es base de S.

Teorema 3.6.7 Todo sistema libre de vectores de V' se puede completar hasta
formar una base de V.
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Demostracion. Sea S = {vy,vg,...,v,} C V un sistema libre. Si S fuera
sistema generador de V', seria ademas una base de V. En otro caso, si S
no es sistema generador de V' sera porque existe al menos un vector v € V
tal que v no se puede expresar como c. 1. de los vectores de S, es decir,
v (V1,02 .. ,0).

Consideremos el sistema de vectores { v,v1,vq,... ,v, } CV y veamos que es
un sistema libre.

av + oqvy +agves + ...+ av, =0 (3.3)

Si a # 0, entonces

aq (0% O
v=—v+—V2+ ...+ —0,,
o o o

es decir, v es c. 1. de vy,vq,...,v,.. Pero esto no puede ser porque v &
(v1,v2,...,v.). Por tanto a = 0, de donde se deduce que

avy + axve + ...+ v, = 0.

Pero {vy, vy, ... ,v,} era un sistema libre, y por tanto oy = ay = ... = . = 0.
Como todos los coeficientes de la combinacion lineal (3.3) son nulos, el sistema
{v,v1,v2,...,0, } es libre.

Si {v,v1,v9,...,0, } es sistema generador de V| entonces es una base de V.

En otro caso reiteramos el proceso anterior ampliando el sistema de vectores
hasta conseguir que sea sistema generador. Como estamos considerando que
V es un e.v. con una base finita, este proceso tiene fin. a0

Teorema 3.6.8 Sea V' un espacio vectorial no nulo. Entonces todas las bases
de V poseen la misma cardinalidad. Dicho cardinal se denomina dimension del
espacio vectorial y se denota dimV' .

Nota 3.6.9 (R",+,) tiene dimensién n. La base canénica de R™ es

{(1,0,...,0),(0,1,...,0), ... ,(0,0,...,1) }.

Nota 3.6.10 Si sabemos que la dimension de un espacio vectorial V' es r
entonces un sistema formado por r vectores { vy, vz,... v, } de V es base de
V si y s6lo si es libre y si y s6lo es sistema generador de V. FEs decir, para
probar que dicho sistema es una base de V' basta con ver que es libre o sistema
generador de V.

Sino conocemos la dimensién del espacio entonces, para probar que { vy, vq, ...
., U } es una base de V., habrd que ver que es libre y sistema generador de
V. Entonces, a posteriori, podremos afirmar que dimV = s.
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3.7 Coordenadas de un vector respecto de una
base

Definicién 3.7.1 Sea V un espacio vectorial y sea B = {vy,vs,... ,v,, } una
base de V. Dado v € V, por ser B sistema generador de V', se tiene que

v=oyv; +oayvy+ ...+ a,v, .

Los coeficientes de la combinacién anterior (aq, az, ... ,a,,) se llaman coorde-
nadas del vector v en la base B.

Proposicién 3.7.2 Las coordenadas de un vector en una base son iunicas.

Demostracion. Sea V' el espacio vectorial, B = {vy,vq,... ,v, } una base de

VyoeveV.Si
v =V + Qv+ ... F v, y v=[1v;+ Bovg+ ...+ Buvy, .
restando ambas expresiones obtenemos
0= (a1 —Bi)vi+ (a2 = Bo)va + .o+ (@ — B )V s
y como B es libre se tiene que
a1 —=0, ar—0=0, ... La,—p0F,=0.

a

Nota 3.7.3 51 V =R"y B es la base candnica, entonces las coordenadas de
v respecto de la base B coinciden con las componentes de V.

3.7.1 Cambio de coordenadas

Sea V' un espacio vectorial y sean
By ={vy,v9,... v, } y By = {wy,wa, ... yw, }
dos bases de V. Dado un vector v € V., podemos escribir

v =0 + agvg + ...+ v, (3.4)
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por ser B; sistema generador de V' | y también

v = 6111)1 + 6211)2 + ...+ ﬁnwn (35)

por ser By sistema generador de V. Nos preguntamos ahora qué relacion hay
entre los coeficientes (3.4) de v en la primera base y los coeficientes (3.5) de v
en la segunda base.

Para responder a la pregunta escribiremos cada uno de los vectores w; de (3.5)
como c. |. de los vectores de la base B

wy = avr + vy + .. F AU,
Wy = dAV1 + dovs + ... F a2,
Wy, = Ap1U1 F Ap2V2 + .o+ App Uy

En tal caso, la igualdad (3.5) queda

v o= [ilanvr + a2+ .o+ apavn) +
Ba(az1v1 + ag2v2 + ...+ az,vy,) +

‘I’ﬁn(anlvl —I' Up2U2 —I' cee —I' annvn) )

y reordenando coeficientes

v o= (Brair + Graor + ...+ Brani)vr +
= (Braiz + Boaz + ... + Buane)vs +

— (ﬁlaln + ﬁ2a2n + ...+ ﬁnann)vn .

Teniendo en cuenta que las coordenadas de un vector en una base son tnicas,
si comparamos la iltima igualdad con (3.4), se obtiene el resultado buscado

ay = [ran + Baas + ..o+ Bran
ay = [rars+ Paass + ..o+ Brans

ap = ﬁlaln + ﬁ2a2n + ...+ ﬁnann .
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La ultima expresion se puede escribir en forma matricial como

t

aq 11 Q12 ... dip 51
(8%)) (g1 Q22 ... d2p 52
pu— : 5
o, An1 Qna - Opp B,
o bien
o= Pj (3.6)

donde « son las coordenadas de v en By, 3 son las coordenadas de v en By y
la matriz P, por columnas, estd formada por las coordenadas de los elementos
de B; expresados en la base Bj .

Obsérvese que en esta iiltima igualdad, si premultiplicamos por P~! entonces
obtenemos

f=Pla (3.7)

Nota 3.7.4 Si en lugar de expresar los w; de (3.5) en la base Bj, hubiésemos
expresado los v; de (3.4) en la base By, entonces habriamos llegado directa-
mente a la expresion (3.7). jPodrias deducir entonces cémo son las columnas
de la matriz P! 7

Ejemplo 3.7.5 Sea V =R® y v, = (1,2,3). Calcular las coordenadas del
vector v en las bases By y By, donde Bj es la base candnica y

By ={(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0) }.

Por ser By la base candnica, las coordenadas de v en esta base coinciden con
sus componentes: a = (1,2,3)". Para calcular las coordenadas 3 de v en la
otra base tenemos en cuenta la igualdad (3.6)

1 0 1 1 1
2 = 1 1 o))
3 1 10 (3
Por tanto
8 0 1 A
B2 = 1 0 2

—_
—_
w

Bs
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3.8 Rango de una matriz y calculo practico de
la dimension y de una base en R”

Cuando se aborda el tema de matrices después de haber estudiado espacios
vectoriales y definido el concepto de combinacién lineal, es habitual definir el
rango de una matriz de la siguiente manera:

Definicién 3.8.1 Dada una matriz A € M,,«,, el rango de A es el numero
de filas de A linealmente independientes.

Nota 3.8.2 El rango de A es el nimero de columnas de A linealmente inde-
pendientes.

3.8.1 Calculo practico de dimensiones y bases en R”

Hemos estudiado en el tema anterior trasformaciones que mantienen el rango
de una matriz. Si consideramos ahora S un subespacio vectorial de R™ y un
conjunto de vectores

B:{Slv"' 7575}7

podemos escribir cada vector en una fila y formar una matriz A € M,y,,. Hay
que tener en cuenta ahora que las transformaciones que mantienen el rango de
A, tienen la propiedad de que las filas de la matriz transformada siguen siendo
elementos de S, y si B era un s.g. de S, también lo es el sistema formado por
las filas de la matriz transformada.

La tltima propiedad que necesitamos para calcular una base de S es la que nos
asegura que si los elementos de un sistema B de vectores de S dispuestos por
filas en una matriz como hemos hecho antes, dan lugar a una matriz triangular
en la que no hay ninguna fila de ceros, entonces el sistema B es libre.
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3.9 Problemas del capitulo 3

1.

Sea el conjunto R? en el que hay definidas dos operaciones, una interna (+), y otra
externa () con dominio de operadores en R, de la siguiente forma:

(@) (z1,y1) + (22, y2) = (21 + 22,91 + y2)
(b) ax(x,y) = (aw,y)

Estudiar si este conjunto con estas operaciones tiene estructura de espacio vectorial.

. Deducir razonadamente cudales de los siguientes subconjuntos de R3 son subespacios

vectoriales del espacio vectorial (R3, +,.)

(a) S1=A{(w,y,2)|lv+y=02=0}
(b) Sy ={(z,y,2)|r+2y=0,2=—=x}
() Ss={(z,y,2)[z+y+7=0}

(d) Sy =A(z,y,2)|e+2y+2z=1}
() S5 ={(z,y,2)|x =y =2}

(f) Se ={(z,y,2)|z+2y =0}

(g) Sr={(z,y,2)|e=y= 2"}

(h) Ss ={(z,y,2)|y =0}

. Comprobar que los vectores:

v =(0,1,-2,1), vy=(=1,0,0,—1), ws=(1,1,1,1), wq=(=1,-2,4,-3)

de IR* son linealmente dependientes.

. Determinar o y 3 para que los siguientes vectores de R* sean linealmente dependien-

tes, indicando la relacién de dependencia que los liga:
v1 = (3,-2,—-1,3), wa=(1,0,2,4), ws=(1,-3,0,0)

Determinar o y 3 para que los siguientes vectores de R* sean linealmente dependien-
tes, indicando la relacién de dependencia que los liga:

v1:(1a2aaa1)a vZI(aa1a2a3)a v3:(0a1a6a0)

. Estudiar si los siguientes conjuntos de vectores de R* forman un sistema libre o

ligado:
S1={(1,-1,5,6),(1,5,-3,0),(2,-2,9,7),(—1,8,—4,-2),(-3,7,4,2)}
Sa ={(1,-1,5,6),(1,5,-3,0),(=1,—11,11,6)}

Sz ={(1,-1,5,6),(1,5,-3,0), (—=1,-2,0,6)}
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Sea el espacio vectorial V' de los polinomios de grado < 2 en una variable con coefi-
cientes reales. Demostrar que:

P=1+z, Pr=z+2? Ps=1+2a

forman una base de V. Hallar las coordenadas del polinomio p = 3 4 2z + 522
respecto de esa base.

. Hallar una base de cada subespacio vectorial del ejercicio 2.

. Encontrar entre los siguientes conjuntos de vectores de R* un subconjunto con el

mayor nimero de vectores linealmente independientes:

(a) {(1,0,1,0),(1,1,1,1),(0,1,0,1),(2,0,—1,0)}
(b)y {(1,1,1,1),(0,1,1,1),(0,0,1,1),(0,0,0,1)}
() {1, =1, 1, 1), (1, =1,=1,1), (1, 1,1, 1), (1, =1, —1,—1)}

Sean u, v, w tres vectores de un espacio vectorial V', demostrar que si {u, v, w} es una
familia libre, entonces {u + v, v + w, w + u} es también una familia libre.

Demostrar que {(1,1,0),(1,0,1),(0,0,2)} es una base de R3. Encontrar las coorde-
nadas de (1,2, —3) en dicha base.

Sean By = {(1,0,1),(1,1,1),(0,0,1)} vy B2 = {(1,1,0),(1,0,1),(0,0,2)} dos bases
de R3. Encontrar las coordenadas del vector v = (2,—3,4) en las dos bases. Hallar
la matriz de cambio de base P y comprobar que X = PY donde X es la matriz
columna de coordenadas de v en By e Y es la matriz columna de coordenadas de v
en B-.

Sean B; = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} vy B2 = {(1,1,0),(1,0,1),(0,0,2)} dos bases
de R3. Encontrar las coordenadas del vector v = (2,—3,4) en las dos bases. Hallar
la matriz de cambio de base P y comprobar que X = PY donde X es la matriz
columna de coordenadas de v en By e Y es la matriz columna de coordenadas de v
en Bs. Comparar este ejercicio con el anterior.

Sea S el conjunto de las matrices cuadradas de orden 2 de la forma:

a a
({0 1) | )

Estudiar si S es subespacio vectorial del espacio vectorial de las matrices cuadradas
de orden 2. En caso afirmativo dar la dimensién y una base de S.

1 2
=)
(a) Encontrar el valor de m para que existan matrices B cuadradas y no nulas
tales que AB = 0.

Sea la matriz:

(b) Demostrar que el conjunto de dichas matrices es un subespacio vectorial de M»

(c) Hallar la dimensién de este subespacio vectorial y una base del mismo.



66 Espacios vectoriales

16. Dado el cambio de base:
v) = €1 + Jes
Vs = e + €3
V3 = €2 — €3

(a) Escribir las coordenadas de v = 2v; — 3vs + 2v3 en la base {e1, €0, €3}

(b) Escribir las coordenadas de v = 2e; — 3eg + 2¢3 en la base {vy, v2, v3}

17. Sea S el subconjunto de Ms de la forma:

={(5 ) | e

(a) Estudiar si S es subespacio vectorial del espacio vectorial de M. En caso
afirmativo dar la dimensién y una base de 5.

(b) Sea A € S, demostrar que AB = BA, VB € M.
(c) Sea A € S inversible, hallar A~! sabiendo que pertenece a S.

18. Consideramos el siguiente subconjunto de Ms:

S:{(a b) ‘ a+d="b+e, a,b,c,dER}
c d

(a) Demostrar que S es subespacio vectorial de Ms.

(b) Hallar una base y la dimensién de S.

=)

en la base hallada en el apartado anterior.

(c) Calcular las coordenadas de:



