Practica 3

Forma canonica de Jordan.

Contenido:

Matrices semejantes. Polinomio caracteristico. Valores propios. Vectores propios. Forma
candnica de Jordan. Forma real de la forma canénica de Jordan. Aplicaciones: potencia de
una matriz, resolucién de ecuaciones diferenciales lineales.

3.1 Definiciones

Dos matrices cuadradas A y B sobre R oC se dicen semejantes si existe una matriz regular
P tal que P~ AP = B, o bien, equivalentemente, si

AP=PB.

Observar que las matrices A y B corresponden al mismo endomorfismo en dos bases rela-
cionadas por la matriz de cambio P.

Se denomina polinomio caracteristico de una matriz cuadrada A al determinante
Det (A — A)
y ecuacién caracteristica a la ecuacion

Det (AT — A) =0

Se denominan valores propios, A, o autovalores de una matriz A a las raices de la ecuacion
caracteristica:

Det (AT — A) =0

Para calcular los valores propios puede, simplemente, encontrarse las raices del polinomio.
Si ellas son enteras, no es gran problema, ya que seran divisores del término independiente.
Si son irracionales el problema puede ser grave, y para ello hay métodos especificos.

Los vectores propios o autovectores de una matriz asociados a un valor propio son las
soluciones del sistema lineal:
AN-A)X=0

es decir, el nicleo de la aplicacién lineal de matriz (A I — A).

13



14 Algebra Industriales ~— — Forma de Jordan.

El conjunto de vectores anterior se denomina subespacio fundamental o subespacio propio
asociado al valor propio .

Para encontrarlo solo hace falta resolver el sistema particularizando para cada valor propio.
Téngase en cuenta que, si el valor propio es complejo, los vectores propios asociados pueden
tener coordenadas complejas.

Una matriz cuadrada A de orden n se dice diagonalizable si se puede encontrar una base
de R" de vectores propios o, equivalentemente, si la suma de dimensiones de los subespacios
fundamentales (multiplicidades geométricas) es igual a n.

3.1.1 Comandos de MATLAB

El comando poly(A) de MATLAB da los coeficientes del polinomio caracteristico de la matriz
A. Si se dispone del “Symbolic Toolkit”, y si previamente se ha definido la matriz B como
simbélica, es decir, B = sym(A), entonces el comando poly(B) determina el polinomio car-
acteristico en modo funcional. Lo mismo ocurre con otras funciones de matrices, como det,
trace, menores, etc.

Hay dos formas de calcular los valores propios de una matriz con MATLAB La primera con
roots(poly(A)), la segunda con eig(A), esta segunda forma, ademds, nos proporciona
vectores propios asociados a los valores propios correspondientes.

3.2 Forma candnica de Jordan

Dada una matriz A de orden n sobre R, sea diagonalizable o no, siempre se puede encontrar
su forma canénica de Jordan (si se elige el cuerpo adecuado), o en otras palabras, dado un
endomorfismo h de R", siempre se puede encontrar una base respecto de la cual la matriz
coordenada de h es la matriz o forma canénica de Jordan. Como es conocido, la forma o
matriz de Jordan es una matriz triangular por bloques de Jordan, cuyo nimero y tamano
estan determinados por el endomorfismo h. La base (de Jordan) correspondiente a la matriz
de Jordan de h es una base constituida por cadenas del tamano de los bloques de Jordan
correspondientes asociados a los mismos valores propios. Obsérvese que, si dicha base esta
formada tinicamente por vectores propios, entonces la matriz es diagonalizable y la forma de
Jordan serd una matriz diagonal.

La matriz que define el cambio de la base inicial a la de Jordan es la matriz P que tiene por
columnas las coordenadas de los vectores de las cadenas respecto de la base inicial. Esta
matriz verifica la relacion de semejanza entre la matriz inicial A y la de Jordan J, en la
forma:

AP=PJ
Recordamos que las cadenas que aqui se deben usar cumplen:
(A— )\])Uj+1 = Uj,j = 1,2,...

para los diferentes valores propios A.
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3.2.1 Proceso de construcciéon

El proceso para encontrar la matriz de Jordan y la base de Jordan correspondiente puede
ser el siguiente:

e Calcular valores propios con su multiplicidad.

e Realizar la particién de multiplicidades de cada uno de los valores propios (es decir,
encontrar cuantos bloques de Jordan y de qué tamano hay para cada valor propio, o
también, encontrar cuantas cadenas hay y de qué tamano son).

e Encontrar la matriz de Jordan (se sugiere ordenar los bloques de Jordan de mayor a
menor tamano, primero los complejos)

e Encontrar los vectores de cada cadena y, en consecuencia, la base de Jordan.
e Encontrar la matriz de cambio a la base de Jordan

e Comprobar la semejanza de la matriz inicial y la de Jordan.

3.2.2 Ejemplo practico

Encontrar la forma canénica de Jordan del endomorfismo cuya matriz coordenada respecto
de una base conocida es la matriz

_ o O
O = O

Solucién:
Definimos la matriz A:
>> A=[1,0,0;1,0,1;0,1,0];

Con el comando [v,d]=eig(A) se encuentran los vectores propios y los valores propios
correspondientes, que se localizan en las columnas de las matrices v y d, respectivamente:

>> [v,d] = eig(A)

V =
0 0 0.0000
0.7071 0.7071 0.7071

0.7071 -0.7071 0.7071

d =
1 0 0
0 -1 0
0 0 1

asi tenemos los valores propios: t; = 1, doble; t, = -1, simple.

Particién de multiplicidades. Se estudia el rango de la matriz A — A I, asi como de sus
sucesivas potencias (a lo mas, hasta la multiplicidad del valor propio). En nuestro caso:

>> ax1=A-d(1,1)*eye(3);

>> rref (axl)
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ans=
1 0 O
0 1 -1
0 0 O

>> dimkerl =3-rank(axl)

dimkerl=
1

Por lo tanto, la matriz de Jordan tendra un solo bloque de Jordan de orden 2 asociado a t;
y un solo bloque de Jordan de orden 1 asociado a t,, es decir,

>> J = [d(1,1)*eye(2),zeros(2,1);zeros(1,2),d(2,2)*xeye(1)];
>> J(1,2)=1;]

J=
11 0
01 O
0 0 -1

La base de Jordan estard compuesta, en consecuencia, por dos cadenas, la primera con dos
vectores, vl y v2, donde v2 € (ker((A — t11)?) \ ker(A — ;1)) y vl=Av2; y la segunda con
uno solo, v3.

>> null(axl)

ans=
0

0.7071
0.7071

>> axl2=ax172;

>> null(ax12)

-0.9428 0
-0.2357 0.7071
0.2357 0.7071

>> v2=ans(:,1);
>> vi=axl*v2;

>> v3=v(:,2);

La matriz, P, del cambio de la base inicial a la de Jordan tiene por columnas las coordenadas
respecto de la base inicial de los vectores de las cadenas en el orden que aparecen

>> P=[v1,v2,v3]

P=
0 -0.9428 0

-0.4714 -0.2357 0.7071
-0.4714 0.2357 -0.7071

Comprobacién: ver que las matrices A y J son semejantes:
>> AxP==Px*]J

ans=
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1 1 1
1 1 1
1 1 1

3.2.3 Ejercicios

1. Encontrar la forma canoénica de Jordan y la matriz del cambio de base de las matrices
A y B siguientes

1 -2 —-10-40 6 1 -1 0 1 -2 —1/2 2

/2 3 1/20 20 -3 1/2 5/2 0 1/2 1 1/4 —1

0 0 20 20 —4 0 02 0 0 0 —2

A=| 0 0 -122 00 1|, B=| 0 00 2 0 0 0
0 0 00 00 0 0 10 1 0 —1/2 0

1 6 04 40 —4 1 50 5 2 1/2 =2

0 0 00 10 0 0 00 0 0 0 2

2. Encontrar la forma candnica de Jordan y la matriz del cambio de base de las matrices
C y D siguientes

4 2 00 08 -2 5
0 3 01 00 10
C=1/4 0 0 —2 0 |’ P=119 00
0 -1 05 01 00

3.3 Forma real de la forma candnica de Jordan

En ocasiones, algunos de los valores propios de una matriz son complejos; como no siempre
se puede utilizar aritmética compleja, se hace preciso considerar la forma real de la forma
canoénica de Jordan. Entonces se actua en la forma que se propone a continuacion.

Proceso (cf. Merino y Santos, pag. 229):
e Ordenar los bloques (primero los complejos, luego los reales) y sustituir los bloques de

Jordan del mismo tamano asociados a un valor propio complejo A y a su conjugado
por un bloque real constituido por bloques B; en la diagonal y bloques By encima de

la diagonal, siendo
[ Re(X) —Im(X) (10
B = ( Im(\)  Re(\) )’ Ba=19 1

Nota: Se puede usar [v,d]=CDF2RDF(v,d) para transformar la salida compleja de
[v,d]=eig(a) en real.

e La base correspondiente a esta forma de la matriz de Jordan se consigue de la manera
siguiente: se colocan en la primera y segunda posiciones, respectivamente, la parte real
y la parte imaginaria de los vectores propios complejos correspondientes.

e La relacion de semejanza que ha de cumplirse es, como otras veces,

AP=PJ
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3.3.1 Ejercicios

1. Encontrar la forma real de la matriz de Jordan y la matriz del cambio de base corres-
pondientes a la matriz

-2 -1 0 -1
A= 0 0 -1 -1
o 0 2 1

(cf. Merino y Santos, pag. 232)

2. Encontrar la forma real de la matriz de Jordan y la matriz del cambio de base corres-
pondientes a la matriz

S OO O NN
[N elNeNoll S
OO NN = O -
O O ==
——_ 0 O O O
NN O = OO

(cf. Merino y Santos, pag. 256)

3.4 Aplicaciones

3.4.1 Potencia de matrices

Dado que una matriz cuadrada A y su forma candnica de Jordan J verifican: A = P~1J P,
la potencia n-ésima de A se puede obtener en la forma:

Ar=plgpptygp.. P tJgP=P'J"P.

En consecuencia, basta encontrar la forma canénica de Jordan de A y la matriz de cambio
a la base de Jordan.

3.4.2 Resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales representa un problema en el que la incégnita
es una funcion vectorial definida como una relacién lineal entre ella y su derivada, mas
concretamente, se puede escribir en términos matriciales como:

X' =AX
Se puede probar que, si se conoce el valor de la solucién X (tg) en un instante ty (condiciones

iniciales), existe una tnica solucién.

Para encontrar la solucién correspondiente a las condiciones iniciales X (¢) se procede en la
forma siguiente:

a) Se encuentra la forma canénica de Jordan y la matriz de paso



Algebra Industriales — — Forma de Jordan. 19

b) Se transforma el sistema inicial al siguiente: Y/ = JY, siendo

J=P'AP y X=PY

c) Se resuelve el sistema diferencial lineal en forma regresiva

d) Se imponen las condiciones iniciales: Yy = P~ X; para determinar las constantes de
integracion

e) Se realiza el cambio de coordenadas inverso para obtener: X = PY ().
Ejercicios

1. Resolver los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, cuyas matrices y condiciones
iniciales son las siguientes

15 —2 1
A=| -4 3 7|, Xo=X0)=] 1
31 7 0
011 1
B=| 010/, Xo=x0)=]|1
11 2 0



