Practica 2

Espacios vectoriales y aplicaciones
lineales.

Contenido:
Localizar bases de espacios vectoriales. Suma directa. Bases y dimensiones. Cambio de
base. Aplicaciones lineales. Matriz asociada en bases.

2.1 Localizar bases de espacios vectoriales

Para localizar una base de un espacio vectorial, en primer lugar, se busca un sistema de
generadores del mismo y, después, se eliminan los vectores que dependen linealmente de
los demas. Para ello, se estudia la dependencia lineal calculando el rango del sistema de
vectores mediante reduccion por filas de la matriz que tiene por columnas las coordenadas
de los vectores.

MATLAB proporciona la orden rref(A) que ejecuta la reduccién completa por filas de la matriz

A.

También se puede proceder como se indica en el ejercicio 4 de esta secciéon 2.1, lo que equivale
a resolver un sistema lineal homogeneo.

Otra forma de construir una base es encontrar una familia libre maximal mediante el teorema
de ampliar una base.

Ejercicios
1. Dados los vectores {vj,j = 1,2,3,4} de R? siguientes:
V1 = (4,—5,7), Vg = (2, —3,4>, V3 = (171,—2), Vg = (2,—1,1),

hallar un sistema minimo de generadores del subespacio al que pertenecen. Estudiar
si dicho subespacio coincide o no con el engendrado por los vectores

wy = (1,-2,3), wy=(3,0,—1)
Solucién

a=[4,-5,7;2,-3,4;1,1,-2;2,-1,1]°
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4 2 1 2
-5 -3 1 -1
7 4 -2 1
rref (a)
1 0 0 1/3
0 1 0 0
0 0 1 2/3

Luego el rango de la familia es 3 y el vy = 1/3v; + 2/3v3. En efecto:

a(:,1)/3 + a(:,3)*2/3
2
-1
1

Asi que un sistema minimo es el formado por {vy, va, v3}.

Evidentemente, los dos subespacios no coinciden, ya que el rango de la primera familia
es 3, mientras que el rango de la segunda familia es 2.m

2. Sea S =< ay, as, a3, ay,a5 >, siendo a; =(1, 0, 1), az =(0, 1, 1), a3 =(1, 1, 2), ay =(1,
2, 1), a5 =(-1, 1, 2). Encontrar una base de S realizando reduccién por filas de la
matriz que tiene por columnas los vectores anteriores.

3. Sea V' = Ry|x] el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que 2
sobre R. Sea S el susbespacio de V engendrado por los polinomios: 1+ x, x + 22,
14 3z + 22%. Encontrar una base de S y a partir de ella una base de V. Encontrar las
coordenadas del polinomio p(x) = 3 + 2z + 522 en la base hallada.

4. Una forma de encontrar una base a partir de un sistema generador de un subespacio
vectorial, por ejemplo,{a1, as, as, a4}, es la siguiente: a) Mediante reduccion por filas de
la matriz que tiene por columnas los vectores a; encontrar los coeficientes x1, z2, 3, 74
que hacen aj x1 + ag T3 + azxs + ag x4 = 0; b) si alguno de los coeficientes obtenidos
es no nulo, el vector correspondiente es combinacién lineal de los demas, por lo que se
puede eliminar y los restantes formaran una base.

Aplicar el método anterior a los subespacios engendrados por las columnas de las
matrices A y B siguientes:

—4 -3 -2 _5 3 17 5 5
-3 -2 -1 6 4 6 0 -2 —1
A= 1 3 5 7101 B=l1 11 3 o
4 1 6 3 1 -39 1 2

2.2 Suma directa. Bases y dimensiones

La dimensién de un subespacio coincide con el rango de cualquier familia generadora del
mismo. Esto se consigue con la orden rref (A), siendo A la matriz que tiene por columnas
las coordenadas de los vectores de dicha familia respecto de una base cualquiera.

La suma de dos subespacios es directa si, por ejemplo, la suma de las dimensiones coincide
con la dimensién de la suma. Teniendo en cuenta el teorema de las dimensiones, esto significa
que la interseccién es el subespacio nulo. En términos de rangos de familias de vectores, para
averiguar si la suma de dos subespacios es directa, basta calcular el rango de dos familas que
generen cada uno de ellos y el de la familia compuesta por la unién de ambas que genera la
suma; el ultimo debe ser la suma de los dos primeros.
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Ejercicios

1. ;Es directa la suma de los subespacios S y T' de R* engendrados por las columnas de
las matrices A y B del ejercicio 4 de la seccién 2.1.

2. En R* se consideran los subespacios S = R < (1,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1) > y
T=R<(1,1,2,1),(2,0,—1,1) >. Hallar bases y dimensiones de los subespacios 5,
T, S+TySnT.

2.3 Cambio de base

El cambio de la base“antigua” {ai,...,a,} a la base “nueva” {by,...,b,} queda definido
cuando se expresan los vectores de la nueva como combinacién lineal de los de la antigua.
Matricialmente se puede escribir en términos de vectores en la forma siguiente:

[blbn] = [al...an]P,
siendo P la matriz del cambio; en términos de coordenadas también se escribe como:
X=PX,

donde X y X son las columnas coordenadas de un vector genérico en las bases antigua y
nueva, respectivamente.

Ejercicios

1. Expresar el vector a € R? respecto de la base {vi,vs,v3} si respecto de la base
{u1,uz,u3} tiene la siguiente expresion a = 2u; + 3us — 2us, y los vectores v; estan
definidos por:

U = Uy +3Up — U3, Uy = U] — Uy — U3, V3= Uz — U3

Solucion

Se tiene que
a=[uyusus) X, siendo X* = (2,3, -2),

y también que

1 1 0
[v1 Vo v3] = [ug ugus] P,  siendo P = 3 -1 1],
-1 -1 -1
es decir,
[uy ug ug] = [v1vav3) P7Y si P es regular

Luego, sustituyendo:
a=[vivpvs] P X = [vvp03] X

Asi, con la ayuda de MATLAB , construimos las matrices Py X
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p=1[110;3-11;-1-1-1]
1 1 0
-1 1
-1 -1 -1
x = [2 3 -2]"
2
3
-2

. Expresar el vector a € R? respecto de la base {uy,us, us} si respecto de la base

{v1,v9,v3} tiene la siguiente expresiéon a = 2v; + 3v — 2v3, y los vectores v; estan
definidos por:

v = Uy +3ug — U3, V= U] — Uy — U3, V3= U — U3

. Dada la base de R® {u; = (1,1,1), us = (0,1,1), us = (1,0,1)}, encontrar la base

{v1,v9,v3} tal que las ecuaciones del cambio de coordenadas sean

Il :yl _2y3
2?2 = —y? 4+ 593
x3:y1—3y3

. Sea B = {uy, ug, us, us } una base de un espacio vectorial V sobre R, y B" = {vy, va, v3,v4}

y B" = {wy,wy, w3, wys} dos sistemas de vectores tales que:

(1 ZUQ+3U4 w1 :2u1—2u2+u4
Vg = —U + Us W = Uy + Uz + U3
vz = —2up — uz + 2uy w3y = U + Uz — Uy
Vg = —U] — Uy — U3 + Uy Wy = —2Us — U3 + Uy

a) Probar que B’ y B” son bases de V.
b) Hallar la matriz del cambio de coordenadas de B" a B”.

¢) Encontrar las oordenadas respecto de B’ del vector v cuyas coordenadas respecto
de B” son (2, 1, 0, -1).

2.4 Aplicaciones lineales

Una aplicacién f entre los espacios vectoriales V .y W, f : V — W es lineal si se cumple

ftx+sy)=tf(z)+sfly), Vi,seK, Vr,yeV

Para definir la funcion f seguid los pasos descritos en el parrafo 1.6 de la practica 1.

A toda aplicacién lineal se le puede asociar una matriz A, fijadas bases {v;,i = 1,2,...,n}
y {w;,7 = 1,2,...,m} de los espacios vectoriales V' y W, respectivamente. Dicha matriz A
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tiene por columnas las coordenadas de los vectores f(v;) respecto de la base {w,}, por lo
que A € Mg(m,n).

La ecuacién matricial de una aplicaciéon lineal es
Y=AX,

siendo X la matriz columna coordenada de un vector € V respecto de una base {v;,i =
1,2,...,n} e Y la matriz columna coordenada del vector y = f(x) € W respecto de una base
{wj,j=1,2,...,m} .

El nicleo de una aplicacion lineal o de cualquiera de sus matrices coordenadas es el subespacio
Ker (f) = f~H(0w) ={z € V| f(z) = 0w} = {X |AX =0},
es decir, conjunto de soluciones del sistema homogeneo.

MATLAB tiene una orden para esto, null (A).

La imagen de una aplicacién lineal f es el subespacio Im f = f(V), es decir, el conjunto
de combinaciones lineales de los vectores f(v;), si {v;,7 = 1,2,...,n} es una base cualquiera
de V. En particular, si A es la matriz coordenada de f en ciertas bases, las columnas de A
componen un sistema generador de Im f.

Si es A la matriz coordenada de la aplicacién lineal f en bases {vy,...,v,} v {wn,...,w,} de
V' y W, respectivamente, y B es la matriz coordenada de la misma aplicacion respecto de
las bases {01, ...,0,} v {101, ..., W0, }, la relacién existente entre ellas es

AQ =PB, obien A=PBQ!

siendo P la matriz que define el cambio de la base {vy,...,v,} a la base {0y,...,0,} y @ la
matriz que define el cambio de la base {wy, ..., w,} ala {wy, ..., 0, }.

La inversa de una matriz A se consigue con la orden inv (A).

Ejercicios
1. Sea f : R* — R? definida por
flz,y,2) = (22 + 2z, =3y + 22)

a) Probar que f es lineal.

b) Hallar su ecuacion respecto de las bases canonicas.

c) Hallar Ker f e Im f.

d) Hallar la matriz coordenada de f respecto de las bases {9;} = {(2,0,1),(1,1,0),(1,1,1)}

y {w;} ={G3,1),(1,4)}
2. Sea f: R®> — R? definida por
f(2,1,0) = (1,-1,2), f(0,1,2) =(0,2,1), f(1,0,1)=(1,1,3)

a) Hallar Ker f e Im f.

b) Hallar la matriz coordenada A de f respecto de la base {(2,1,0),(0,1,2),(1,0,1)}
c¢) Hallar la matriz coordenada B de f respecto de la base canénica

d) Hallar una matriz P tal que A =P B P~L.



