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Abstract

Se presenta una modificacién del método clasico de integracién término a término
usado en la obtencién de expansiones asintéticas de integrales. La condicién de uni-
formidad de la expansion asintética del integrando en la variable de integracién es
sustituida por una condicién mucho mas débil. Como se muestra en diversos ejem-
plos, la relajacion de la condicién de uniformidad hace que el método de integracién
término a término adquiera un mayor rango de aplicabilidad. Como consecuencia
de esta generalidad, varias técnicas asintéticas clasicas se reducen a corolarios del

método de integracién término a término.

1. Introduccion

Las soluciones de una gran variedad de problemas en mecanica de fluidos, electromag-
netismo, estadistica y en muchos otras disciplinas cientificas admiten una representacion
integral que se obtiene generalmente mediante transformadas integrales. El calculo de
estas transformadas es, generalmente, bastante complicado, aunque es posible obtener
aproximaciones de las mismas en ciertos limites. Ultimamente ha adquirido gran interés
el estudio de expansiones asintéticas de representaciones integrales de soluciones de prob-
lemas de perturbacién singular en ecuaciones en derivadas parciales [17]. Se han propuesto
muchas técnicas y diversas teorias durante las tltimas décadas para obtener expansiones
asintoticas de funciones definidas mediante representaciones integrales. De hecho, existen
diversos libros sobre métodos y aplicaciones (véase por ejemplo [3] o [18]). También, se
han escrito muchas publicaciones dedicadas a la obtenciéon de aproximaciones asintéticas
de tipos particulares de integrales (véase por ejemplo [2], [6], [7], [12], [13], [14]). En los
ultimos anos, ha tomado especial interés el estudio de aproximaciones asintéticas uni-

formes (véase por ejemplo [15] y las referencias que contiene).



La literatura contiene pues una gran variedad de métodos de obtencion de aproxi-
maciones asintoticas de integrales. Algunos de los mas importantes son, por ejemplo,
integracién por partes, lema de Watson, fase estacionaria, descenso rapido, método de
Laplace, transformada de Mellin, etc.... Estas técnicas tienen un aspecto en comun: son
aplicables, o estan adaptadas, a integrandos especificos. Por ejemplo, el lema de Watson

se aplica a integrales de la forma

/0 T b()e " dt, (1)

o el método de descenso rapido se aplica a integrales de la forma

/Cg(w)e_zf(w)dw, (2)

donde z es la variable asintdtica, C es un cierto camino en el plano complejo y ¢(t), g(w)
y f(w) deben verificar ciertas propiedades. Por otra parte, existe una técnica asintética
muy especial por su sencillez: el método de integracién término a término (MITT) que,

ademas, en principio, se aplica a integrales mas generales,

I(z) E/Ch(w)f(w,z)dw, (3)

donde, para N =0,1,2, ..., Ny,

flw,2) =3 an(w)®n(2) + Ry (w,2) |2 = oo, (4)

n=0
siendo {®,(z)} es una cierta secuencia asintética, Ryii(w,2) = O(Py11(2)) v h(w) v
h(w)a,(w) deben ser integrables en C. Si estas fueran todas las condiciones requeridas,
este método no tendria competencia por su generalidad (casi todos los ejemplos practicos
interesantes verifican estas condiciones) y por su sencillez: basta introducir (4) en (3) e
integrar término a término. Pero, para justificar que esta integracién término a término
es una expansion asintdtica de I(z), se exige otra condicién més sobre el desarrollo (4):
debe ser uniforme en w € C, es decir, el resto Ryi1(w,z) debe estar acotado por una
cantidad independiente de w (ademads de ser O(®y41(2))). Desafortunadamente, aunque
esta ultima condicién no restringe la forma de la integral, resulta ser una condicién muy
fuerte en la practica ya que secuencias asintéticas {®,,(z)} sencillas (como por ejemplo del
tipo {z7*}), generalmente no son uniformes en w, mientras que secuencias asintéticas
uniformes son los suficientemente complicadas [15] como para que la integracién término
a término no simplifique el problema de calcular I(z).

La uniformidad es una condicién demasiado fuerte para justificar el MITT (repre-
sentaciones integrales de muchas funciones especiales por ejemplo no verifican este re-

querimiento para secuencias del tipo {z7*»}). Si queremos que el MITT resulte 1itil en
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la practica, la condicién de uniformidad debe ser reemplazada por alguna condiciéon mas
débil. En este trabajo, presentamos una nueva version del MITT en la que esta condicion
mas débil es una cierta acotacion del integrando que se verifica en una gran familia de
integrales, ampliando considerablemente el rango de aplicacién del MITT. De esta forma
mantenemos la simplicidad del método a la vez que ampliamos su rango de aplicabili-
dad. Veremos que, por ejemplo, sera aplicable a representaciones integrales de muchas
funciones especiales y nos permitird obtener nuevas aproximaciones asintéticas de ciertas
funciones.

Por otra parte, desde un punto de vista tedrico, esta generalizacion del MITT nos
permitira arrojar luz sobre la idea de unificacion de métodos asintoticos. Esta idea fue
ya sugerida en 1963 por Erdelyi y Wyman [5], [19]. En su trabajo, muestran que el
lema de Watson, descenso rapido, el método de Darboux y fase estacionaria aplicada
a una cierta familia de integrales pueden verse como casos particulares del métododo
de Laplace. Aunque desde un punto de vista mas moderno y siguiendo el trabajo de
Wong [18], el lema de Watson e integraciéon por partes deberfan ser considerados como
los 'métodos fundamentales’: descenso réapido o los métodos de Laplace y Perron por
ejemplo estan basados en el lema de Watson, mientras que fase estacionaria o el método
de sumabilidad por ejemplo estdn basados en integracién por partes. Veremos que la
generalizacion del MITT que aqui presentamos es aplicable a integrales cuyo integrando
verifica las condiciones requeridas por el lema de Watson o por el método de integracion
por partes aplicado a ciertas integrales. Ello sugiere la posibilidad de considerar el MITT
como la técnica asintdtica 'fundamental’. Efectivamente, veremos que ademas del lema
de Watson e integracién por partes en ciertas integrales, los métodos de Laplace, Perron
y descenso rapido son corolarios del MITT.

En la siguiente seccién introducimos esta nueva versiéon del MITT. En la secciéon 3
obtenemos nuevas expansiones asintéticas de la funcién beta incompleta B,(a,b) y de
ciertos coeficientes relacionados con la funciéon de Whittaker M, ,(z). En la seccién 4
deducimos los métodos asintéticos mencionados anteriormente como corolarios del MITT.

Un breve resumen y algunos comentarios son el contenido de la seccién 5.

2. Una nueva versiéon del método de integracién término a término

Consideremos funciones complejas I(z) definidas por medio de una representacién integral

de la forma
1) = [ hw)f(w, 2)duw, (5)
donde h(w) : C — CQ'y f: Cx (€ \ B(0,ry)) — €, con ry > 0, verifican las dos hipdtesis

siguientes,



A) El producto h(w)f(w, z) es integrable a lo largo del camino C para |z| > ry > 0. El
camino C puede depender de Arg(z) pero no de |z|.

B) Para N =0,1,2,..., Ny (Np finito o infinito),

N

flw,z) =Y an(w) | Op(z21), 2] — oo, (6)

donde a,, : C — €, {\,} es una secuencia de niimeros complejos que verifican Re(\,+1) >Re(\,) >
0Vn>0yn<N-+1y el subindice w en el resto tras N términos, O,,(z~*N+1), significa
que este resto puede depender de w.
El MITT clésico establece lo siguiente [3, pg. 29, teorema 1.7.5.] Supongamos que el
resto en la expansién (6) de f(w, z) puede acotarse por una cantidad independiente de w

a lo largo de todo el camino C, es decir,
Oup(z7W+1) < O(zW+1) Y wel, N=0,1,.. Ny, (7)

donde O(z7*¥+1) es independiente de w. Supongamos también que

/Ch(w)dw‘ <00 ¥y ‘/ch(w)an(w)dw <oo Vn<N. (8)

Entonces, la expansién asintética de la integral I(z) con respecto a la secuencia {z =}
se obtiene simplemente introduciendo la expansién (6) en (5) e intercambiando suma e
integral,

N

[ hw)fw,2ydw =3 [/c h(w)a, (w)dw 1 +O0(zM4), [zl o0 (9)

n=0
La ventaja evidente de este procedimiento es su gran simplicidad. Pero tiene también una
gran desventaja: si f(w, z) y/o C no estédn acotados, en general, resulta muy complicado
demostrar que el resto O, (z~*¥+1) estd acotado por una cantidad independiente de w
y que sea O(z~*V+1). Esto ocurre por ejemplo cuando f(w,z) = f(w/z) y C no esta
acotado. En este caso, O, (2 *V+1) = O((w/z)*+1) puede no estar acotado para valores

de w arbitrarios. Dos ejemplos clasicos sencillos son los siguientes,

Ejemplo 1. La Integral Exponencial [18, p. 14, Eq. 4.1].

iz) = [ ‘idw, |Arg(—2)| < T, (10)

—00

donde el camino de integracién estd definido por —oo <Re(w) <Re(z) y Im(w) =Im(z).
Tras el cambio de variable w = z — x obtenemos

Ri(z) = & /OOO e (1 - x) s (11)

z z



Por tanto, podemos tomar h(z) =e™*,

(-9 -2 (@)+o((®))

y an(x) = 2. Esta expansion no es uniforme en = € [0, 00) y el MITT no puede aplicarse.

Xz

Sz =1 (%)

z

Ejemplo 2. (La funcion de Bessel modificada 1,(2)). Una representacion integral de

I,(z) estd dada por [1, Eq. 9.6.18],

]H<Z):ﬁé?li%zﬂl/z)/_11(1—252)M_1/262tdt, Re(p) > —1/2. (13)

Tras el cambio de variable t = 1 + w/z y una sencilla dlgebra obtenemos

1 z : uefz —
D) = i g (&S i, (=2). (14)
donde R 12
Syu(xz) = /0 whH2emw <1 F 22) dw. (15)

Por tanto, podemos tomar h(w) = w*~ /2™,

o = 1(2)= ()"
— ni:% (1/2n—! )n <i220)"+0 <(;UZ)N+1> | »

A = ny ap(w) = (1/2 — p)p(fw/2)"/n!.  Esta expansion no es uniforme en w €

[0, coer8(2)) v el MITT clésico no puede aplicarse.

Otros muchos ejemplos interesantes donde el MITT no puede aplicarse lo constituyen
las representaciones integrales de muchas funciones especiales [1]. El argumento es similar:
son de (o pueden expresarse en) la forma

I(z) = /Ch(w)f (w) dw, (17)

z

donde C no esta acotado y entonces, no se verifica la uniformidad (7) de la expansién
(6). Dada su importancia, dedicaremos especial atencién a integrales del tipo (17) més
adelante, pero en principio, vamos a obtener la nueva versién del MITT para el caso
general (5). Para demostrar que la integracién término a término de la expansién (6) en
(5) es una expansién asintética de I(z) en la secuencia {z7*}, tenemos que demostrar

que el resto tras N términos,

ex(2) = [ h(w) [f(w,z)—é%;?) duw, (18)



verifica ey(z) = O (z"\N+1). La uniformidad (7) y la primera cota en (8) lo garantizan,
pero la condicién (7) puede relajarse usando la siguiente observacién. La hipdtesis (6)

significa que para N =0,1,2, ..., Ny,

N a,(w)
Vo>13ry(w,d) >0, ‘z’\N“ flw,z) = o ‘ < 0 ayyr(w)
n=0
Vwel 2 m@d)y > (19)

Por tanto, el resto en (6) estd acotado, al menos para |z| > ry(w,d), por la cantidad

) ’aNH(w)z_)‘NH . Pero, si existe alguna funcién g : C — R" que verifique
|f(w,z)| Sg(w) v wec7 |Z| <TN(w75> y |Z| ZTU7 (20)

entonces, este resto estd también acotado por una cantidad O (z*’\N“) para |z| < ry(w,?).

Esto es asi porque, para N =0,1,2,...., Ng y V |z| > 7o,

(gt ) sl oo - 0

6)
Vwel, y |z| < rN(w J). (21)

Juntando las desigualdades (19) y (21) obtenemos, para N =0, 1,2, ..., Ny, una cota para

el resto en (28) que es O (z_’\NH) y uniformemente vélida V |z| > 7o,

(o= 525 = oo+ 5

’r;\VNH(w,(S)’ V weC. (22)

< ’Z_/\N+1

Por tanto, el resto ey(z) estd acotado por la integral de h(w) veces la parte derecha de la
anterior desigualdad. Si esta integral es finita, entonces ey (z) = O (z*’\N“). Ademss, la
integracion término a término esté bien definida gracias a la segunda cota en (8). Podemos

resumir toda esta discusion en el siguiente

Teorema 1. Consideremos la funcion de variable compleja 1(z) definida por la integral
(5) y supongamos que se satisfacen las siguientes condiciones.

1.7) El producto h(w)f(w, z) es integrable a lo largo del camino C para |z| > r9 > 0. El
camino C puede depender de Arg(z) pero no de |z|.

1.4) Para N =0,1,2,..., Ny (Ny finito o infinito),

— a an( ) —AN+1
flwz) =3 =524+ 0u (7)), o] = oo, (23)
n=0

donde a,, : C — @ y{\,} es una secuencia de nimeros complejos que verifican la propiedad
Re(Any1) >Re(M\,)) >0V n>0yn<N+1.



1.ii1) Existe una funcion g : C — R que verifica
[f(w,2)| <g(w) Vwel, |z <ry(w,8) y |z[=ro (24)
1.iv) Paran =0,1,2,...,N + 1,
/ | (w)ap (w)r N1 () dw| < 00y /\h (w)r (w)dw| < oo, (25)

Entonces, la expansion asintdtica de I(z) con respecto a la secuencia {z~*}, para

z| — o0, estd dada por
|2 , p

iij [ [ e )dw} Zi +en(2), (26)

donde el resto tras N términos, €y(z), estd acotado por

N+1

[t atw +5 3

n=0

an

|EN (Z) < 2AN+1

H [ (w, 6)dw| (27)

TN

yd yry(w,d) se obtienen de (19).

Observacion. La verificacién de las condiciones 1.iii) y 1.iv) del teorema 1 puede depen-

der de Arg(z), hecho que determina los rayos de Stokes.

La principal diferencia entre esta version y el MITT clésico radica en la sustitucién
de la condicién de uniformidad (7) por la condicién 1.iii) mucho menos restrictiva. Pero,
si no resulta sencillo obtener ry(w,d) de la ec. (19), entonces la condicién 1.iii) no puede
chequearse facilmente en la practica. De todas formas, para el caso especial en que la
funcién f del integrando depende de w y z a través de su cociente, es decir, la integral (5)
es de la forma (17), las condiciones 1.iii) y 1.iv) son mads faciles de chequear. Para este
tipo especial de integrales (muy frecuentes en la practica por otra parte), la hipétesis B)
se escribe

N
f (j) = nz;;an <Zj>/\n +0 ((Z})/\NH> . |zl — 00, a,€C (28)

Entonces, la propiedad (19) se reduce a: para N =0, 1,2, ..., Ny,

1(5)-nm(t)

VweC, |2 >rylw|y [2] > . (29)

Vo>1dry(d) >0, ‘Z’\N“

<4 ‘aNHw’\N“

y tenemos el siguiente

Teorema 2. Consideremos la funcion de variable compleja 1(z) definida por la integral

(17) y supongamos que se satisfacen las siguientes condiciones.
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2.i) El producto h(w)f(w/z) es integrable a lo largo del camino C para |z| > ro > 0. El
camino C puede depender de Arg(z) pero no de |z|.
2.11) Para N =0,1,2,..., Ny (Ny finito o infinito),

(E)=gm (@) o ((9)7) EHee W

donde a, € 'y {\,} es una secuencia de nimeros complejos que verifican la propiedad
Re(Any1) >Re(M\,) >0V n>0yn<N+1.

2.111) Eziste una funcion g : C — R' que verifica

7(E) <o vwee, <l v Jlzn (31)
2.iw) Paran =0,1,2,.... N + 1,

/C|h(w)w’\"dw] <00y /C]h(w)g(w)w’\"dw] < 0. (32)

An

Entonces, la expansion asintotica de 1(z) con respecto a la secuencia {z=*"}, para

z| — o0, estd dada por
|2 , p

1(z) :ijo { /C h(w)w*ndw] D1 (), (33)

2An

donde el resto tras N términos, ex(2), estd acotado por
/,’-N /\N+1 N+1

() [ gt +8 3

y & yry(d) estan definidos en (29).

Dem. Basta particularizar la demostracién del teorema 1 al caso en que a,(w) = a,w

v ra(w, 6) = ry(d)|w. O

ex(2)] < dw (34)

‘| ‘,w)\zvﬂ

an
T]>\\77L
An

Vemos pues que si f(w, z) = f(w/z), la forma de ry(w, ) es mas simple y las condi-
ciones 2.iii) y 2.iv) son mas sencillas de chequear que las condiciones 1.iii) y 1.iv) respec-
tivamente. Pero todavia, si no resulta sencillo obtener 7 (J) de la propiedad (29), entoces
la condicién 2.iii) no puede chequearse ficilmente. De todas formas, en la practica, la
desigualdad |f(w/z)| < g(w) suele satisfacerse V |z| > 1o y entonces, no es necesario
conocer el valor explicito de ry(d) para verificar la condicién 2.iii), tal como se muestra

en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1 (continuacién). Para cualquier ro > 0 tenemos

e

12
z

~1 < { 1 si |Arg(z)| > /2
sen(Arg(2))|™! si 0 < |Arg(2)] < /2

’ x




y entonces, las condicién 2.iii) del teorema 2 se satisface con g(x) = h(Arg(z)), donde
hemos representado por h(Arg(z)) el segundo miembro de la desigualdad anterior. El
resto de las condiciones se satisfacen trivialmente con C = [0,00), a, = 1 y A\, =
Aplicando el teorema 2 y tras una simple algebra obtenemos el resultado bien conocido
(18, p. 14, Eq. 4.3]

Ei(z) ~ — ) —, Arg(z) # 0. (36)

n
Ao V4

Ejemplo 2 (Continuacién). Para cualquier ro > 0y Re(u) > 1/2 tenemos que

@0 R ()T

27"0
y se satisface la condicién 2.iii) del teorema 2. El resto de condiciones se satisfacen
trivialmente con C = [0, c0e™ (), a, = (1/2 — u),./((£2)"n!) y A, = n. Aplicando este

corolario y tras operaciones sencillas obtenemos el conocido resultado [1, Eq. 9.7.1],

(1/2 4 pw)n(1/2 — p)n
\/%Z n!(2z)"

Por tanto, el rayo de Stokes es el eje imaginario, determinado por la verificacién de las

I,(2) +0(e™®), Re(z)>0. (38)

condiciones de integrabilidad 2.iv).

De todas formas, la cota (27) (resp. (34)) para el resto no resulta practica a menos que
se conozca ry(w,d) (resp. ry5(0)). Este problema desaparece si la expansién (23) (resp.
(30)) es convergente en alguna regién |z| > r(w) > 0. Més ain, si (23) (resp. (30)) es
convergente en esta regién, entonces la constante r puede usarse como ry(w,d) en (24)
(resp. 7x(0) en (31)) para verificar la condicién 1.iii) (resp. 2.iii)). Aclaremos este punto

en los dos siguientes teoremas

Teorema 3. Consideremos la funcion de variable compleja 1(z) definida por la integral
(5) y supongamos que se satisfacen las siguientes condiciones.

3.i) El producto h(w)f(w, z) es integrable a lo largo del camino C para |z| > ro > 0. El
camino C puede depender de Arg(z) pero no de |z|.

3.11) La funcion f(w,z) tiene una expansion en serie de potencias convergente en |z| >

r(w) >0,
Flo =32 s ), (39)

A
n=0 zom

donde a,, : C — ', {\,} es una secuencia de nimeros complejos que verifican la propiedad
Re(Apy1) >Re(M\,) >0V n>0yn< N+1yr:C— Rt\ {0} es mayor que el inverso
del radio de convergencia de la serie anterior.

3.111) Existe una funcion g : C — R* que verifica

[f(w,2)] < g(w) YV wel, |z <r(w) y [ =70 (40)



3.iv) Para N =0,1,2, ..., Ny,

[t

Qn (w>
rn (w)

‘+g(w)] [P (w)dw| < oo, (41)

Entonces, la expansion asintdtica de 1(z) con respecto a la secuencia {z=**}, para

|z| — o0, estd dada por (26), donde el resto tras N términos, ey(z), estd acotado por

2] < v ) [g<w> £y

n=0 TA” (w)

an(w) H P ) |du (12)

Dem. La hipétesis 3.ii) implica

AN+1 _ al a”(w) AN+1
el ) = X2 S )] x
3 ?MO‘Vw€Q|AZT() (43)
v [ (w)
Y la condicién 3.iii) implica
N
'ZANH |f (w7z> . Z azg\iu) < }r)\NJﬁl (w)’ %
n=0
[g(w) —i-nz::O SZ((Q’ILJU)) H VweC, |z| <r(w). (44)

Entonces, la cota (42) se deduce facilmente usando las desigualdades (43) y (44) y la
definicién del resto (18). Esta cota es finita segin la condicién 3.iv). Por tanto, ey (z) =

O(27) y la ec. (26) es la expansién asintética de I(z) en la secuencia {z7*}. O

En el caso especial de las integrales del tipo (17), el teorema anterior se simplifica,

Teorema 4. Consideremos la funcion de variable compleja 1(z) definida por la integral
(17) y supongamos que se satisfacen las siguientes condiciones.

4.1) El producto h(w)f(w/z) es integrable a lo largo del camino C para |z| > ro > 0. El
camino C puede depender de Arg(z) pero no de |z|.

4.ii) La funcién f(t) tiene una expansién en serie de potencias convergente en |t| < r— !,

r >0,
f)=>" a,t*, it <r, (45)
n=0

para algin r > 0, donde a, € ¢y {\,} es una secuencia de nimeros complejos que
verifican la propiedad Re(A,41) >Re(A,) >0V n>0yn<N+1.

4.4ii) Eziste una funcion g : C — R que verifica

V(fﬂgg@o Vwecl, |2 <rlw| vy |z > 7o (46)
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4.1) Para N =0,1,2,..., Ny,
/|h W) (W) () dw| < ooy /|h (W) (w)dw| < oo, (47)

Entonces, la expansion asintdética de 1(2) en la secuencia {2~} estd dada por (33) y una

cota de error para el resto estda dada por

()| [ oo +

Dem. Como la del teorema anterior con a,(w) = a,w™ y r(w) = rw|. O

len(2)] < |dw| (48)

] ’,LU)\NJA

Ejemplo 1 (Continuacion). La expansién (12) es de hecho convergente para |z|/z >
(N+2)/(N+1),
N+1

T (49)

f)y=1-10" Zt” t] <
Por tanto, usando el teorema 4 con r = (N 4+ 2)/(N + 1), una cota para el resto tras N
términos estda dada por

en(z) < (h(Arg(2)) + N + 2)et=*! W |

(50)

Ejemplo 2 (Continuacién). La expansién (16) es convergente en la regién definida por
[2l/lw] = (N +2)/(2(N + 1)),

f(z) _ <1:F ;Uz)u 1/2 i 1/2—! (j;:))n 51)

w

Por tanto, usando el teorema 4 con r = (N + 2)/(2(N + 1)), una cota para el resto tras

N términos estd dada (para p = 1 por simplicidad) por

F(N + 7/2)6Re(z)+1
<ﬂ@@»Mﬂ%wwA@u»[N+3+2Raa1‘ (52)

en(z2) <

Expansiones asintéticas de representaciones integrales de muchas otras funciones es-
peciales [1] se han obtenido usando diversos métodos asintdticos. Estas podrian obtenerse
de una manera sistematica y sencilla usando esta versiéon modificada del MITT. El pro-
cedimiento seria similar al que hemos usado en los ejemplos anteriores.

Por otra parte, en los métodos clasicos que estudiaremos en los corolarios 1, 6 y 7 de
la seccién 4, el camino C es una recta que une el origen con un punto 7'z, con T' € (.
Por tanto, el camino C depende de |z| y la teorfa anterior no se aplica. Pero podria
aplicarse tras una ligera modificacién si la integral puede extenderse hasta el infinito, es

decir, puede definirse a lo largo de la recta (27, coe’A™8(7)) y 1a contribucién de este trozo
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puede despreciarse. Dado que en la secciéon 4 vamos ha necesitar inicamente integrales
de la forma general (5) donde la expansién (6) sea convergente o integrales de la forma
especial (17) donde la expansién (28) sea sélo asintética, consideraremos inicamente estas
dos posibilidades. Cada una de ellas se estudia respectivamente en cada uno de los dos

siguientes teoremas.

Teorema 5. Supongamos que la funcion de variable compleja 1(z) definida por

I(z) = /0 ") (f) dw, (53)

verifica:

5.i) El producto h(w)f(w/z) es integrable a lo largo del camino C = [0, coe'A18T))

para
|z| > 79 > 0.

5.ii) Para N =0,1,2,..., Ny (Ny finito o infinito),
w N w >\7L w >\N+1
— | = n| - ) ) 4
(D)=xa (D) +o((9)) Fe (54

donde a,, € €'y {\,} es una secuencia de nimeros complejos que verifican la propiedad

Re(M\py1) >Re(M\,) >0V n>0yn<N+1.

iArg(zT)) — R* que verfica

5.iii) Existe una funcion g : [0, oce
7(2)| <9 v we 00D, f2lrt < ul < [T (55)

donde 7y estd definida en (19).
5.iv) Paran =0,1,2,... N +1,

ocoetArg(zT) ocoetAre(zT)
/ |h(w)w*dw| < ooy / |h(w)g(w)w* dw| < oo. (56)
0 0
5.v) Para cualquier n > 0,

lim

|z =00

OoeiArg(zT)
z’\m/ h(w)w’\”dw‘ —0 YV m>0. (57)

T

Entonces, la expansion asintdtica de I1(z) para |z| — oo estd dada por

J(Z)Nf; /mmrg(m h(w)w dw| 2. (58)
= [Jo 2An

Dem. Los coeficientes de la expansion anterior estan bien definidos por 5.iv). Por otra

parte, podemos escribir (53) de la forma

N

16 =3 | [ oy G e (59)

12



donde
ex(2T) = /OZT h(w) (f (j) — z:: an (w)/\n> dw. (60)

Pero la condicién 5.v) significa que V m > 0,
2T ocoetArg(zT)
/ h(w)w dw = / h(w)w dw + O(z=*m) (61)
0 0

y entonces, los coeficientes de la suma en (59) son justamente los coeficientes de la ex-
pansién (58) excepto por cantidades O(2~*») V m > 0. Por tanto, sélo queda por de-
mostrar que el resto ey (27, definido en (60) es una cantidad O(z~*~¥+1). Por una parte,

puede escribirse
en(2T) = /0 = )6 (1 - :}) ( f (f) - % a <":>A> dw, (62)

n=0

donde 0(x) es la funcién escalén. Por otra parte, la condicién 5.ii) significa que se satisface

(29) y usando la condicién 5.iii), tenemos que

9<1_w) ‘f(wﬂ <g(w) ¥ we 0,00, D), 2] < ryful. (63)
2T z
Entonces,
N A
AN+1 _w wy WA™ AN+1
g (1- ) <f() z() )‘S)(mw) v [g(w)+
N
S ]v we [0,00e™ D), o <rylul y 2l =m0 (64
n=0|"N

Por tanto, uniendo (29) y (64) tenemos, V |z| > 7o,

‘ZANJrl 0 (1 - :}) (f(z,w) - ijoa" (Z)A>

N+1
o

+6 >
n=0

< [g(w)

Y w e [0, ooetAretT)), (65)

n
rj},"
Usando la condicién 5.iv), la desigualdad (65) y la definicién (60), tenemos que ey (21") =

O(z=*+1) y concluye la demostracién. a

Teorema 6. Supongamos que la funcion de variable compleja 1(z) definida por

I(z) = /OZTh(w)f (w, z) dw, (66)

verifica:

iArg(zT))

6.i) El producto h(w)f(w, z) es integrable a lo largo del camino C = |0, cce para

|z| > 7o > 0.

13



6.7i) La funcion f(w,z) tiene una expansion en serie de potencias convergente en |z| >
r(w) >0,

Fo) =32 s ), (67)

b A
donde a,, : C — @', {\,} es una secuencia de nimeros complejos que verifican la propiedad
Re(Apy1) >Re(M\,) >0V n>0yn<N+1yr:C— R"\ {0} es mayor que el inverso
del radio de convergencia de la serie anterior.

iArg(zT)) — Rt que U@T’Zﬁca

6.11) Eziste una funcidn g : [0, coe

’f (;")‘ <g(w) Y wel0,=T), |z| <r(w), 2| > ro. (68)

6.iv) Para N =0,1,2, ..., Ny,

(W) A
[ |32 | 580 4 )] [ o] < o, (69
6.v) para cualquier n > 0,
coetArg(zT)
‘llim zAm/ h(w)an(w)dw| =0 Vm2>0. (70)
z|—00 2T

Entonces, la expansion asintdtica de I(z) para |z| — oo estd dada por

16~ [T M ™)

Dem. Es similar a la del teorema 5, pero usando la propiedad (19) en lugar de la

propiedad (29) y r(w,d) en lugar de r5(6)|w]. 0

3. Ejemplos no triviales

La sustitucién de la condicién de uniformidad (7) por la condicién iii) de cualquiera de
los teoremas de la secciéon 2, mucho menos restrictiva, hace que el MITT adquiera un
mayor rango de aplicabilidad. Ademas, dada su trivial implementacion, permite obtener
expansiones asintoticas de integrales mas o menos sofisticadas. En esta seccién obtenemos,
usando el teorema 4, la expansion asintética de la funcién Beta incompleta B, (a,b) en la
secuencia {a~"}. En el ejemplo 4, el teorema 4 nos permitird obtener una aproximacién
asintética de los coeficientes de la expansién de la funcién de Whittaker M, ,(z) en serie

de potencias de k a partir de una representacién integral complicada.

Ejemplo 3. La funcién Beta incompleta B,(a,b). Una representacién integral de B, (a, b)
estd dada por [16, p. 128],

»(a,b) /y y)Pdy, a>0, b>0 0<z<1. (72)
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Con el cambio de variable y = ze~*/* obtenemos
B.(a,b) = & / et (1 — wet/2)P"1dt, (73)
a Jo

Por tanto, tenemos C = [0,00), h(t) = e~ y f(t/a) = (1 — ze"¥/?)’~!. La expansién

asintética de f(t/a) con respecto a la secuencia (t/a)™ es su expansién de Taylor en torno

a 0,
r(L) = 200y (74)

|
a — n! a

Tras una cierta algebra obtenemos que esta expansiéon esta dada por

FO0) = (1= 2 11— D (1) (7

k=0 -

donde los coeficientes o, son universales y estan definidos recurrentemente mediante

apg = 1, anp=0for k<0 o k>n,
Qni = Op_1p-1+ kay_1, for 0 <k <n. (76)

Usando la representaciéon de Cauchy de f(™(0) obtenemos

n) _
‘f( (0)’ < 2[Im(b)] [(1 +x1—1/5)Re(b 1)+
n! -

(1- $1+1/5)Re(b_1)] <_‘5> s> (77)

logx

Por tanto, la expansién (74) es convergente para t/a < (—logz)/d. Para aplicar el teorema
4, podemos tomar r = (—logz)/d. La funcién f(t/a) verifica las hipdtesis 4.i) y 4.ii) con
a, = f™(0)/n! y A\, = n. Por otra parte, ¥ t € [0,00), tenemos que f(t/a) verifica la
condicién 4.iii) V a > 0 con

gty =1+ (1 —z)", (78)

donde ¢(t) y h(t) satisfacen 4.iv). Por tanto, podemos aplicar el teorema 4 y tras unos

sencillos céalculos obtenemos

Bt ~ T S e S (1) | 5 @)

_ ar’
a n=0 k=0 l—=z/ Ja

Una cota para el resto tras N términos puede obtenerse mediante la férmula (48). Esta
expansién en la secuencia {a~"} podria ’anadirse’ a lista de expansiones de la funcién Beta

incompleta (ver por ejemplo [4], [9], [14] y [16, sec. 11.3]).

Ejemplo 4. Los coeficientes de la expansién de la funciéon de Whittaker M, ,(z) en serie

de potencias de &,

M,.,(2) = 22T (u + 1)2"/? i Fm(z)(_ﬂ’;)m (80)
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estdn dados por [8],

R (z) = ST L 1/ i( ) (1n2)" ™ 1092), (31)

vz =

(W)

donde las funciones I,/ (z) estan definidas mediante la representacion integral
(w) 2 (_1)k / w/2, —(2u+1) dF (w)ﬂ+1/2 <w>
i (z) =29 Sl N s —1)d 82
k (Z) omi Je e’"w d,uk 5 f Z w, ( )
v AT R G Vi 1\ (w\" 9 83
Z) = w _ 1 w _

y el contorno C comienza en —oco en el eje real, rodea los puntos 0 y —2z en el sentido

contrario a las agujas del reloj y regresa al punto de partida. Para usar el teorema 4
+1/2

debemos tomar h(w) = ew/2w_(2“+1)$ ((12”)” / -), an = (u+1/2),/((=2)"n), A, =n

y r = 1. Tras una cierta algebra encontramos que la funcién g(w) puede tomarse

(w)/2 - w*!
g(w) = efelw u+1/2 lz: 1115 gil(w), (84)
donde
[e%s) 1 1 )
— \Im(u)|7‘r2 Re(p)+1+1
gi(w) nz%:ﬂ 2l |4 ——(p+ )| +e 2w +

* Jul" | d
> o dTﬂ(M + 5)nl (85)
n=0 :

siempre y cuando el camino C es tal que sus puntos w satisfacen |w| > 1y |w + 2z| > 1.
Entonces, usando el teorema 4 y tras operaciones estandar obtenemos que la expansién

asintética de la funcién 7, ,i“ )(z) en la secuencia {z7"} es

o5 ) () i (o)

Introduciendo esta expansién en (81) obtenemos una expansién F#(z). Este resultado

(="

nlzn

(86)

puede chequearse sustituyendo ahora (81) en (80), agrupando potencias de log(z) y re-
ordenando las sumas. Obtenemos de esta manera la conocida expansién asintética de la

funcién de Whittaker en la secuencia {z7"} [1, ec. 13.5.1.].

4. Corolarios del método de integracion término a término.

Como hemos visto en los teoremas anteriores, el MITT no requiere que el integrando
tenga una forma muy especial, tan sélo la acotacién 1.iii) y la condicién de integrabilidad

1.iv) (o las correspondientes condiciones en el resto de teoremas). Por otra parte, el resto
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de técnicas asintdticas mencionadas en la introduccion estan adaptadas a integrandos
particulares. Por tanto, si esos integrandos verifican las condiciones del teorema 1 (o
del resto de teoremas de la seccion 2 deducidos del teorema 1), el MITT resultard ser
un método méas general. En esta seccién demostramos que, efectivamente, el lema de
Watson, integracion por partes aplicado a transformadas de Laplace y una cierta familia
de transformadas de Fourier y los método de Laplace, descenso rapido y Perron son

corolarios del MITT.

Corolario 1. (Lema de Watson [10 p. 113]). Supongamos que I(z) estd definida por la

integral

I(z) = /OOO e *q(t)dt, (87)
donde
l.a) q : @ — @ tiene un numero finito de discontinuidades e infinitos en el eje real
POsitivo.
1.b) Cuando t — 0T,

alt) ~ 3 ant O (59)

n=0

donde a, € @, b >0 y Re(a) > 0.
1.c) La integral (87) tiene abcisa de convergencia & = rocos(Arg(z)) > 0 (es integrable
para |z| > 19 >0y |Arg(2)| < 7/2).

Entonces, para |z| — oo y |Arg(z)| < 7/2,

0 n+a an,
I(2) ~ z_jor( =) (89)

Mas ain, se trata de una expansion fuertemente asintética de I1(z),

len(2)] < |rQrterrt) e~ Tm(@)Arg(2)/b {K

2N+t /B [y

N+l " I'((N + R /b+1
0 Z (nC-L&-a)/b ] (( - e(C(LZ)VjR (){+1—)i_/b+)1’ (90)
Wz0 | TN (cos(Arg(z)) WV +Rela

donde K > 0 es una cota de |q(t)| en un cierto intervalo que se define mds adelante.

Dem. Para T > 0 escribimos

T 0o
1(z) = / e~ q(t)dt + / e~q(t)dt
0 T
I —w w —=2T o —zt
= f/ e q()dw—ire / e q(t+T)dt. (91)
0 2

z 0

Pero usando condicién 1.c¢), la segunda integral en la ultima linea verifica

/Oo e q(t+T) dt‘ < /Oo et (t+T)| dt
0 =T
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< T /oo ‘e’étq (t)‘ dt < oo (92)
0

y por tanto,
1 =T _ w T
I(z) = f/ e <Z> dw + O(eT). (93)
0

z

Ahora vamos a demostrar que las condiciones 1.a), 1.b) y 1l.c) implican las condiciones
del teorema 5 para la integral en la ecuacién anterior. Por tanto, debemos tomar h(w) =
e wy flw/z) = (w/z)q(w/z).
Usando la condicién 1.c), esta integral es finita para |z| > ry y entonces, la hipdtesis 5.1)
del teorema 5 se satisface con C = [0, coe’™8T)). La condicién 1.b) implica

wo(w i w (vta)/b

—q(—= )~ ap|— 94

(2~ 5 () &
y entonces, la hip6tesis 5.ii) también se satisface con A, = (n+a)/b. Usando la condicién
1.a), podemos elegir T' tal que 0 < T < la primera singularidad de ¢(t) aparte de una
eventual singularidad en ¢ = 0. Por tanto,

Voryl>0, 3 K>0, ’q<w>’§[( para 71y’ <
z

%ST (95)

y la condicién 5.iii) se satisface con g(w) = K|w|/ro. La condicion 5.iv) se satisface

trivialmente. Por otra parte, para verificar la condicién 5.v), debemos considerar
cogiATg(=T)

/ eI qyy = M, (2)e™* T (96)

T

donde

iArg(2T)

M,(z) = /OOO6 e (w+ 2T) /=1y, (97)

Una cota para el médulo del integrando puede ser
‘(w+ZT)(n+a)/b_l‘ < e27r|1m(a/b)|(|w| —|—T|Z|)I", (98)

donde I, = Int(Re((n + a)/b)) y hemos elegido T > r;'. Usando (98) y tras simples
operaciones encontramos que |M,(z)| estd acotado por una cantidad O(z"). Por tanto,
OoeiArg(zT)
/ e~ Wty = O(e=*T), (99)
2T
verificdindose la condicién 5.v). Entonces, podemos aplicar el teorema 5 y obtenemos (58),

donde las integrales dentro de los corchetes son precisamente I'((n + a)/b), obteniendo
(89). O

Corolario 2. (Integracion por partes en transformadas de Laplace [3 p. 78]). Supongamos

que I(2) estd definida por la integral

I(z) = / " ety (100)



donde 0 < a < b < o0, Re(z) > rg >0y q: [a,b] — € tiene hasta N derivadas
continuas en |a,b], donde [a,b] debe entenderse [a,o0) si b= 00

Entonces, para |z| — oo,

=[S o)
N R 1oy
1) =" [i q(z)fa) - o(z“””)] si b =00 (102)

y el resto ex(z) estd acotado por

@)NH‘ K K+(sN§ 4" (a >|> -

+
nlrn

N+1 (n
<K+5Z |q >‘ —bz

nlrn

] (N+1)!
(cos(Arg(z)))V "

donde ¢, = e =1 y K > 1 es una cota para |q(t)| en [a,b] sib < oo ye =2V e =0

(103)

y K > 1 es una cota para le *q(t)| en [a,00) si b= oo

Dem. Consideremos primero el caso b < co. Extendemos la funcién ¢(t) a una funcién
C™([a, 00)) haciendo ¢(t) = 0 en un entorno de co. La extension explicita de () a [b, 00)
1no es necesaria, aunque una posible construccién podemos encontrarla por ejemplo en [11,
p. 418, Ej. 11 y 12]. Entonces,

I(z) = / T et (t)dt — /b T et (t)dt (104)

y con el cambio de variable t = a + w/z y t = b+ w/z en cada una de las respectivas

integrales en el lado derecho de esta ecuacioén,

—az  roocexp(iArg(z))
1) = | (3 + o) du-
z

z 0
—bz  rocexp(iArg(z))

e / e g (w + b) dw. (105>
z 0 &

Pero si usamos que ¢(t) tiene N derivadas continuas en el intervalo [a, b],

() =S50 (5) <o ((9))

Vtela,b yV we]|0,o0e ), (106)

Por tanto, los integrandos en el lado derecho de la ec. (105) verifican la hipétesis 2.ii)
del teorema 2 hasta N términos con f(w/2) = q(w/z + a), a, = ¢™(a)/n! vy f(w/2) =
q(w/z +b), a, = ¢™ (b)/n! respectivamente y A, = n.
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Por otra parte, usando que ¢(t) es una funcién continua en [a, 00) y que ¢(t) = 0 en un
entorno del infinito, tenemos que 3 K > 1y K < oo verificando |¢(t)| < K V t € [a, 00).
Por tanto, f(w/z) < K ¥V w € [0,00e"™()) y el resto de condiciones del teorema 2 se
verifican con C = [0, c0e’'8(3)), g(w) = K para cualquier 79 > 0 y h(w) = e~ para cada
una de las integrales de la ec. (105). Entonces, usando (106) y aplicando este teorema
obtenemos la ec. (101). La cota (103) se obtiene diréctamente de (34).

La demostracion es similar en el caso b = oo suprimiendo la segunda integral en la
férmula (104). Pero en este caso, |¢(t)| puede no estar acotado en [0,00). En cualquier
caso, |e"*q(t)| debe estar acotado V ¢ € [a,00) por alguna constante K > 1V |z] >
ro. Por tanto, e/ *q(w/z+a)| < K V |z| > 79, ¥V w € [0,00e"™(®)) y entonces,
lg(w/z+a)| < KeReW/2V |2] > 21y, V w € [0, 00e™8(*)) y se verifican las condiciones

del teorema 2. La cota (103) se obtiene diréctamente de (34) con g(w) = KefeW)/2, O

Corolario 3. (Integracion por partes aplicada a transformadas de Fourier, [3, p. 78], [18

p. 15]). Supongamos que I(z) estd definida por la integral

I(z) = / ’ ety (t)t, (107)

donde 0 <a<o00,0<b<oo,x€R, |x|>x0yq:[a,b — € tiene hasta N derivadas
continuas en el intervalo |a, b|.

Entonces, para |z| — 0,

n

I(z) = lé} E’iji‘;) —i—(’)(a:_(N“))] e [i ¢"(h) —i—O(x_(NH))] (108)

donde el resto €y(z) estd acotado por

N+l NAL o (n) ™) (p
lew(2)] < [ 2K +6 Y " @)+ 1O gy, (109)
‘ili'| n=0 nlrjr\L/
Dem. Es similar a la del corolario anterior cambiando z por —ix. O

Hemos excluido el caso b = oo de este corolario porque en este caso, la cota | f(1w/x)| <
K no es suficiente para garantizar que la condicién 2.iv) del teorema 2 se satisface. En
cualquier caso, las ecs. (108)-(109) siguen siendo ciertas para b = oo si se satisfacen las

condiciones del siguiente corolario.

Corolario 4. Supongamos que I(x) estd definido por la ec. (107) con b= oo y
4.0) 3ae (0,7/2) six>00a¢€ (—7/2,0) six <0 de modo que

/ ‘q(w + a)eiwdw’ <oo Vx| > . (110)
0
4.b) La funcion q(w + a) es analitica en el sector S, = {w € €, |Arg(w)| < a}.
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Entonces, para |z| — oo, la ecuacion (108) y la cota (109) son ciertas con ¢™ (b) = 0 V
n > 0.
Dem. Con el cambio de variable ¢t = a + s en la integral (107) para b = oo. y usando la

condicién 4.b) y el teorema de los residuos,
. ooexp(ia) .
I(z) = e“””/ e™q (s +a)ds. (111)
0

Y con el cambio de variable s = iw/x,

;olaT  rooexpi(aFm/2) ;
I(z) = e / e "q <zw + a) dw, (112)
x Jo x

donde F debe elegirse segin z > 0 6 ©* < 0 respectivamente. Usando la condiciéon

4.b) otra vez, el integrando de esta ecuacion verifica la hipdtesis 2.ii) del teorema 2 con

an =i"¢™ (a)/n!, \y =ny f(w/x) = q(iw/z + a),

()= (5) o ((0)): (13

n

Por otra parte, usando las condiciones 4.a) y 4.b), 3 K > 1 y K < oo verificando
lq(s 4+ a)e™| < K ¥ s € [0,00e") y |z| > x0. Por tanto, |q(s + a)| < Kel®osinel v s ¢
[0, 00€'). Entonces, |f(w/z)| < Kelwsml/2 ¥y € [0, 00e@T™/2) y || > 2z¢ y la integral
(112) verifica también el resto de las condiciones del teorema 2 con g(w) = Kelwsinal/2,
h(w) =e™, rg = 229 y C = [0, 00e!®F/2)). Usando la ec. (113) y aplicando este teorema

obtenemos la ecuacién (108) con ¢™(b) =0V n > 0. 0

Corolario 5. (El método de Laplace, [18 p. 58] ). Supongamos que I(z) estd definida por

la integral

I(z) = /:2 e M@ f (1) du, (114)

0

en el intervalo real (xg,x2), donde Re(z) > 0, |z| > r0 y h : (xo,22) — Ry [ :
(g, xe) — @' verifican

5.a) h(x) > h(xg) VY x € (xq, 2).

5.0)V € >0, infocppytens)h(x) — h(20)] > 0.

5.c) W (x) y f(z) son continuas en (xg — 0,9+ d) \ {zo} para algin § > 0.

5.d) Cuando x* — z§,

h(z) ~ h(zo) + i nl — zo)™, (115)
f(z) ~ iobn(x — )" (116)
h'(x) ~ i)cn(n + b)(z — 20)" 71, (117)
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donde b, ¢, € R, a, b, € €, b > 0 y Re(a) > 0. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que co # 0 y by # 0.
Entonces, para |z| — oo y |Arg(z)| < 7/2,

~ p—2h(z0) o n+a Qn
I(z) ~e OZF< ; )z(n+a)/b, (118)

n=0

donde los coeficientes a,, son los de la expansion f(x)/h'(z) en serie de potencias de
h(xz) — h(xo) y pueden obtenerse de (115)-(117),

f(z) ~ 3 a ) — h(r,))nta)/b=1
W) ~ 2 Onlh(E) = hlzo)) : (119)

Dem. Las condiciones 5.a)-5.c) implican que 3 27 € (zg,x2) tal que h'(z) y f(x) son

continuas en (xg, x1] y h'(x) > 0 Vo € (x¢, x1]. Escribamos
I(z) = e=#h(0) / " == h@)=hG0) £ (1) + / " e @ (1) da. (120)
o 1

Siguiendo el mismo razonamiento que en la ecuaciéon (92) obtenemos, para |z| > rq, que

la segunda integral en el lado derecho de la ecuacién anterior verifica

e#hiao) [ e~ f(2)da

1

< M(ro,m)le™™], (121)

donde 1 = inf,, <, <., {h(x) — h(x)} es positivo usando la condicién 5.b) y
A

() = o) | [ em= 010 () 1 () (123)

M(ro. ) = [eroHe0)

eiTOeiArg(z)h(x)f(l,)‘ dr < oo. (122)

Por tanto,

Realizamos ahora el cambio de variable t(z) = h(z) — h(xg) y w = zt(x) y definimos
q(t) = f(x(t))(dz(t)/dt) = f(z(t))/h (x(t)). Como h(x) es creciente en (xg, 1), la integral
del lado derecho de (123) se escribe de la forma
/ " @) ha0) () gy = & / 1 g (w> dw. (124)
o z Jo z
Demostremos ahora que las condiciones 5.a)-5.d) anteriores implican las condiciones del
teorema 5 para la integral en el lado derecho de la ec. (124). Debemos tomar entonces
hw) = e, flw/z) = (w/2)q(w/z) y T = tz).
I(2) es finita V |z| > ry y entonces, se verifica la hipdtesis 5.i) con C = [0, coe*A8(=t(z1),
La ecuacién (119) significa que la hipdtesis 5.ii) también se verifica con A, = (n + a)/b.
Usando que h/(z) y f(z) son continuas en (xg,z1] y h'(x) > 0V x € (9, x1], tenemos que
q(t) es continua en (0,¢(z;)] y entonces g(t) es continua en [ry*,t(xy)] V rg' > 0. Por
tanto,

w

JK > 0, ’q (w)' <K para ry' < ‘ ‘ < t(z1) (125)
z z
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Y se verifica la condicién 5.iii) con g(w) = K|w|/rg. La condicién 5.iv) se verifica triv-
ialmente y, usando la misma argumentacién que en el corolario 1, observamos que la
condicién 5.v) también se satisface. Por tanto, podemos aplicar el teorema 5 y obtenemos
(58), donde las integrales dentro del corchete son precisamente I'((n + a)/b), obteniendo

(118).

Corolario 6. (Método de Perron, [18 p. 103]). Supongamos que I(z) estd definida por

la integral
I(2) :/ezf(w)g(w)dw, (126)
c

donde C es una curva en el plano complejo que empieza en wyg € ¢y termina en wy € ¢
owy=00,|z|>rg>0yg:C— Cvy f:C— C verifican

6.a) |Arg(zf(wo) — zf(w))| < 7/2 YV w € C.

6.0)V s €C, s#wy, IA(s) >0, |f(w) — f(wy)| > A(s) YV w € C, donde Cs denota el
trozo de C con principio en wy y final en s.

6.c) f(w) = f(wy) — plw — wp)?(1 — ¢p(w)), con u € T, u # 0, b >0, ¢p(w) analitica en
w = wp y $(wo) = 0.

6.d) Para hacer que (w — wy)®

sea una funcion monovaluada para valores positivos de b,
introducimos un corte en el plano complejo desde w = wqy hasta oo a lo largo de una cierta
linea radial Arg(w — wg) = 7. La curva C puede tocar o coincidir con una de las caras
del corte, pero no debe cruzarla. Ademds, 3 v € C, ¥V wy € C entre wy y v, el camino Cy,
puede deformarse en la linea radial Arg(w — wo) =Arg(wy — wy).

6.¢) En un entorno de wy, g(w) = (w — wp)* ' (w), donde Re(v) > 0, ¥(w) es analitica
en w = wo y P(wp) # 0.

Entonces, para |z| — oo,

zf(w - wki(v+n an
I(z) ~e f(wo) Z p2mki(v+ )/bz(n—i-l/)/b (127)

n=0
uniformemente con respecto a Arg(z) en el sector
T
a0

(4k — 1)% < Arg(z) + Arg(p) + b lim Arg(w — wp) < (4k + 1) 5 (128)
w—wWo

para algun entero k y

v+n " w — wy)® (m)/b
o = LUr+n)/b) d {1/1(10) [“’())1 } , (129)

bl du f(wo) — f(w

w=wq

Dem. Tomemos w; € C, donde v verifica 6.d) y escribamos

I(z) :/ e g(w)dw + e g(w)dw, (130)
cwl C\Cwl
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Siguiendo los pasos de ref. [18, pp. 109—110] y usando las condiciones 6.a) y 6.b) tenemos
que
/\ W g(w)dw = e O(e ), (131)
C\Cusy

para algin € > 0. Por tanto,

I(z) = /c ezf(w)g(w)dw + ezf(w(’)(’)(e’dzl). (132)

w1

Usando 6.c) y 6.e), podemos escribir la integral del lado derecho de esta igualdad como

[ ey = e [ (w - o) (e e D g (13
w1y w1

Usando 6.d), podemos deformar C,, en una recta que une wy y w;. Con el cambio de

variable t(w) = pu(w — wy)® y t(w) — t/z, obtenemos

2rkiv/bozf(wo)  pzt(wr) t
2f(w) _¢€ € / v/b—1_—t < <)> to(w(t/2))
/Cw1 e\ g(w)dw b o t e 'Y lw ~))e dt, (134)

donde, usando (128), la variable compleja ¢ verifica
T T
(4k — 1)5 < Arg(t) < (4k + 1)5 (135)

Vamos a demostrar ahora que las condiciones 6.a)-6.¢) implican las condiciones del teo-
rema 6 para la integral del lado derecho de la ecuacién (134). Por tanto, debemos tomar
h(t) = t/"=te ™, f(t,2) = ¢ (w (t/2)) P2 v T = t(w).

La integral (126) es finita para |z| > 7 por definicién y entonces, el integrando del lado
derecho de (134) es integrable en C = [0, e’ (w1))) " Por tanto, se satisface la condicién

6.1). Usando c) y e) tenemos que, para algin p > 0y |w — wy| < 2p,

) 00 n/b
() = 3 by (1w — wg) = 3 by (1) (t) | (136)

Wz
donde (1)t
1 dr 1 Y(w)er P

b(t) = — t‘z’(w)} = —f—d . 137

®) n! duwm {w(w)e w=wo 270 (w —wp)"+? v (137)

El contorno de integracién en esta férmula es un circulo de radio 2p con centro wg y p
lo suficientemente pequeno como para que ¢ = SUD|, <, (@(w)) < 1. Esta cota es posible

porque ¢(wy) = 0y ¢(w) es analitica en wy. Por tanto,

L ron el Ll
/ ve do = @ZJL,
o (2p)" (2p)"
donde hemos definido 1) = supj,<y,(¢(w)). Entonces, usando (136), (137) y (138), se
satisface la hipétesis 6.ii) del teorema 6 con a,(t) = b, (t)(t/p)™/*e>™ i/t v (t) = |t/ (up®)|

[bn ()] <

<o (138)

v An = n/ben C = [0, coe™ (=) - Tomemos w; lo suficientemente cercano a w, para
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que |w; —wp| < p. Entonces, la condicion 6.iii) del teorema 6 se satisface trivialmente en
0, zt(wy)) para ¢g(t) = 0 por ejemplo. Para verificar la condicién 6.iv), debemos observar

que

ﬁilbn@)wf/§§2&e&” (139)
n=0

y entonces la condicién 6.iv) se satisface. La condicién 6.v) se comprueba de forma
parecida a como hicimos en el corolario 1, pero usando también la cota (138). Entonces,
podemos aplicar el teorema 6 y obtenemos que la integral del lado derecho de la igualdad

(134) es (71) con A, = n/by las integrales dentro del corchete estdn dadas por

e27rknz/b

OoeiArg(zt(wl))
i / e~y (e (140)
/b Jo

coetArg(zT)
/ h(w)a,(w)dw =
0
Pero, |th(w)e'™)] < el V w € B(wy, 2p) y
coetArg(zt(wy)) _
/ [ +)/5=1| =Dl | gt < oo, (141)
0

Entonces, introduciendo la definicién (137) de b, () en la integral del lado derecho de la

igualdad (140), obtenemos

coetArg(zt(wy))
/ t(n-l—u)/b—lbn(t)e—tdt
0

1 d» ocoetArg(zt(wy))
_ l / HEF D=1ty (1) t(w) dt]
0

n! dw" —
1l /n+uvy d" P(w)
= ﬁl—‘ < b > dw™ [(1 _ <Z5(,w))(n+l/)/b‘|w:wo . (142)

Sustituyendo (142) en el lado derecho de (140), la ecuacién (140) en (71) y multiplicando
(71) por el factor que precede a la integral en el lado derecho de (134), obtenemos (127)-
(129). 0

Corolario 7. (Método de descenso rdpido, [18 p. 84]). Supongamos que I(z) estd definida

por la integral
I(z) = / 1) g(w)duw, (143)
c

donde C es una curva en el plano complejo, |z| > 19, Re(z) >0y

7.a)g:C— Qvy f:C— € son funciones enteras y

7.b) Podemos deformar el camino C — C' de modo que C' contiene uno o mds ceros de
f'(w) y la parte imaginaria de f(w) es constante a lo largo de C'.

Siguiendo ref. [18, pp. 84 — 88|, la integral (143) sobre el camino C' puede escribirse

I(z) = Z/c e g(w)dw, (144)
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donde el camino C; es un camino de descenso rdpido que empieza en un punto silla w; de
Re(f(w)) de orden m; — 1 y acaba en un cierto punto v; € €' ¢ v; = 0o. El indice i recorre
todos los puntos silla de Re(f(w)).

Siguiendo ref. [18, pp. 88 — 90|, hacemos el cambio t(w) = f(w;) — f(w) sobre cada uno
de los caminos C;. La funcién t(w) crece mondtonamente puesto que los caminos C; son
caminos de descenso rapido. Ahora, expandimos el producto g(w(t))(dw(t)/dt) entorno a

t =0 para cada camino C;,

n

3t>0, glw(t)—pt =Y clglntizmi/m Vot <t (145)
n=0

Y para cada i, Arg(z) debe satisfacer también | Arg(z)+m; lime_., Arglw—w;)+ Arg(b§))| <
/2, donde —b) es el primer coeficiente no nulo de la expansién de f(w) = f(w;) en po-
tencias de w — w;.

Entonces, para |z| — oo,

) — +1 v
I(2) ~ S eefw) F(" ) n 146
@)~ Sor () o (146)

Dem. En cada uno de los caminos de integracién C; de las integrales en (144), elegimos
un punto ¢; que verifique t(¢;) < t; y dividimos cada camino C; por el punto ¢;. Cada
integral en (144) se escribe
/ ezf(w)g(w)dw:/ e g(w)dw + e g(w)dw, (147)
C; A; Ci\A;
donde el camino 4; empieza en w; y acaba en ¢;. La segunda integral en la férmula

anterior puede escribirse

/ 1@ g(w)dw = ) / W=D g () duw. (148)
Ci\A; Ci\A;
Pero f(w) — f(¢;) <0V w € C;\ A; y entonces, |e*(f(@)=fe))] < |groe™ = (fw)—f(e)|
|z] > ro y Re(z) > 0. Por tanto,
2F@) () dwl| < o2
e w)dw| < |e
J € glw)dul <
% emeiArg(Z)(f(w)—f(cz'))g(w)dw‘ - (9(€Zf(cz')) (149)
Ci\A;
y cada integral en (144) puede escribirse
/ 1) g (w)dw :/ eI g(w)dw + ¥/ W) O (g2 (e)=Fwi)y, (150)
Ci i

Con los cambios de variable t(w) = f(w;)— f(w) y t(w) — t/z, la integral del lado derecho

de esta ecuacidén se escribe

zt(c;) t dw [t
“Sg(a)dw = e/ [ o ( ())() dt. 151
/Aie g(w)dw = e 0 “I\\L)) ar & (151)



Vamos a demostrar ahora que se satisfacen las condiciones del teorema 6 para la tltima
integral en el lado derecho de esta ecuacién. Por tanto, tomamos h(t) = e '/t, f(t/z) =
(t/2)g(w(t/2))(dw(t/z)/d(t/z)) y T = t(ci).

(151) es finita V |z| > ro por definicién. Por tanto, el integrando en el lado derecho de la
ec. (151) es integrable en C = [0, coe’A™8(4(¢))) y se satisface la hipétesis 6.i) del teorema 6.
Usando la ecuacién (145), la hipétesis 6.ii) también se satisface con a,,(t) = cWn+/m:i,
A = (n+1)/m; y r(t) = t;'t|. Hemos elegido t(c;) < t; y entonces, se satisface

trivialmente la condicién 6.iii) con g(t) = 0 por ejemplo, Teniendo en cuenta que
S [P (152)
n=0

es una constante finita independiente de ¢, se satisface también la condicién 6.iv). La
condicién 6.v) se comprueba de la misma forma que en el corolario 1. Entonces, podemos

aplicar el teorema 6, donde (71) se convierte en (146).

5. Comentarios finales.

Se ha introducido una modificacién del MITT de obtencién de expansiones asintéticas de
integrales [3, p. 29, teorema 1.7.5.] dependientes de un cierto pardmetro complejo z (para
|z| — 00). El método modificado requiere basicamente que se satisfagan dos condiciones.
La primera es que debemos conocer la expansién (convergente o asintdtica) del integrando
en serie de potencias de 1/z. La segunda es que debe verificarse la cota (24) (o las
equivalentes en el resto de teoremas de la seccién 2) y las condiciones de integrabilidad
(25) (o las equivalentes en el resto de teoremas). Estas propiedades son mucho menos
restrictivas que la condicién de uniformidad (7) requerida en el MITT clasico. Por tanto,
esta version resulta mucho mas 1til para resolver problemas practicos, tal y como hemos
visto en los ejemplos 1-2.

Como esta version no requiere que el integrando tenga una forma demasiado especial,
una de sus ventajas es su amplio rango de aplicabilidad. Otra ventaja es que mantiene la
simplicidad del MITT cldsico: una vez que se ha encontrado la cota (24) y (25) ha sido
chequeada (o lo equivalente en el resto de teoremas), el procedimiento para obtener la ex-
pansién asintdtica es trivial: expandir el integrando en la secuencia {z~*"} e intercambiar
suma e integral. Esto ha sido mostrado en ejemplos 3-4.

Hemos demostrado en los corolarios 1-7 que el lema de Watson, integracién por partes
aplicada a ciertas transformadas integrales, el método de Laplace, el método de Perron y
el método de descenso réapido son corolarios del MITT. Todavia, otros métodos clésicos

tales como fase estacionaria, sumabilidad o el método de Darboux estdn basados en el
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lema de Watson o en integracién por partes [18]. La posibilidad de obtener mas métodos

asintéticos como corolarios del MITT es el objetivo de préximas investigaciones.
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