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Resumen

En recientes trabajos se ha sefialado que numerosos polinomios ortogonales de

ok la tabla de Askey admiten desarrollos asintéticos en términos de polinomics de
Hermite y de Laguerre. A partir de estos desarrollos, se obtuvieron varios lfmites
conccidos ¥ otros no conocidos entre los polinomios de la tabla de Askey. En este
trabajo, realizamos un andlisis exhaustivo de los tres'primeros niveles de la tabla

~ de Askey, completando de este modo el anlisis asintético desarrollado por Lépez
¥y Temme, Por una parte, obtenemos desarrollos asintéticos de los polinomios de
Charlier, de Meixner-Pollaczek, de Jacobi, de Meixner y de Krawtchouk en térmi-
nos de polinomios de Hermite. Por otra parte, obtenemos desarrollos asintéticos
de los polinomios de Meixner-Pollaczek, de Jacobi, de Meixner y de Krawtchouk
en términos-de polinomios de Charlier. Por dltimo, establecemos nuevas demostra-

ciones para los limites conocidos entre polinomios de los tres primeros niveles de la

citada tabla y deducimos limites nuevos.

Palabras clave: Desarrollos asintdticos, limites de polinomios, polinemios ortogo-
nales, tabla de Askey, polinomios de Hermite, polinomios de Charlier, polinomios de
Meixner, polinomios de Meixner-Pollazchek, polinomios de Krawtchouk, polinomios
de Jacobi.

¥

1 Introduccién

La tabla de los polinomios de Askey recoge todas las familias conocidas de polinomios
ortogonales que pueden definirse en términos de funciones hipergeométricas. En [6] puede
encontrarse un estudio completo sobre los polinomios que aparecen en dicha tabla. En esta
pégina Web se resumen, entre otros aspectos, las definiciones, relaciones de ortogonali-
dad, relaciones de recurrencia, funciones generadoras o ecuaciones diferenciales satisfechas
por estos polinomios. Algunas de las férmulas que se incluyen se pueden encontrar en

diferentes referencias bibliograficas.
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Qe conocen numerosas relaciones entre los polinomios de la tabla de Askey. Estas
vienen dadas en forma de limites cuando se hace variar algin pardmetro de los que
penden los polinomios ortogonales hipergeométricos.

“ Los polinomios de Hermite

LG VP
Hn(.’L‘) =nl kg[:) m@m) , NME N, (1)

‘uegan un papel muy importante en la obtencion de numerosos limites de este tipo. Por

emplo, los polinomios de Gegenbauer G7(z), definidos mediante la funcién generadora
o0
(1—2zw+2%)7=3 Gllzw", -1<2<l, | <l

rifican las siguientes relaciones

G _
Wam - @
lim G/ = iHala). ©

ites como los anteriores permiten estudiar aspectos importantes de estos polinomiocs
o, por ejemplo, la localizacién de sus rafces. En este sentido, la igualdad (2) muestra
. os ceros de G7(x) se aproximan al origen cuando el pardmetro « toma valores que
den & infinito. Del mismo modo, la igualdad (3) nos muestra la relacién entre los
41'10miols de Gegenbauer y los polinomios de Hermite adecuadamente escalados, cuando
é,rzimetro ~ del que dependen los primeros tiende a infinito.

Anslogamente, los polinomios de Laguerre, L(z, ), que se definen mediante la fun-

1 generadora

{1- w)"“'le"”/(l"“’) =% Ln(a:,,’a)w"", a,zeC, |ul<l, BN ()]
n=0 .
can
ul_l_{lgc a‘“L,,(a:z:, O:) = %s (5)
- _ ey (o
Jim o™l (/G + o) = S H, 7)) (6)

te caso, el limite (5) permite estudiar la localizacién de las raices de La(x,a} ¥
laciona los polinomios de Laguerre escalados adecuadamente con los polinomios de
e, cuando « tiende a infinito.

8] se observé que el limite (6) puede obtenerse como consecuencia de la existencia
des&rrollo asintético de los polinomios de Laguerre en términos de polinomios de

e para valores grandes del pareimetro o
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donde X, B y otros aspectos se detallardn a lo largo del trabajo. Este desarrollo tiene
un cardcter asintético para valores grandes de || (ver Seccién 2.1). En particular, el
limite‘(ﬁ) se obtiene a partir de la aproximacién que proporciona el primer término de
este desarrollo.

El método a partir del cual puede obtenerse este tipo de desarrollos fue introduci-
do en [8, 9, 10]. En particular, en [8] y [10] se describieron métodos para aproximar
polinomios ortogonales en términos de polinomios de Hermite y polinomios de Laguerre,
respectivamente.

Gracias a estos métodos, en [8], se obtuvieron desarrollos asintéticos de los polinomios
de Laguerre y de Jacobi dados en términos de polinomios de Hermite. De igual modo,
en [10], se obtuvieron desarrollos asintéticos de los polinomios de Meixner-Pollaczek, de
Jacobi, de Meixner y de Krawtchouk en términos de polinomios de Laguerre. Asimismo,
en [8] ¥ [9] se determinaron desarrollos asintéticos que no estaban incluidos en la tabla
de Aékey como, por ejemplo, los desarrollos en términos de polinomiocs de Hermite de los
polinomios de Tricomi-Carlitz, de los generalizados de Bernoull, de Euler, de Bessel y de
Buchholz.

La obtencién de estos desarrollos asintéticos se basa en el conocimiento de la funcién
generadora de los polinomios y, por ello, se diferencia de las técnicas descritas en (3] y
en [4]. Asf, el método dado en §3] se basa en un problema de conexién y proporciona
informacidn acerca de las relaciones entre polinomios ortogonales discretos v continuos de
la tabla de Askey. Sin embargo, €l método que aqui se presenta proporciona desairollos
asintGticos de polinomios ortogonales situados en un nivel de la tabla de Askey en térmi-
nos de polinomios situados en niveles inferiores ¥ que, por lo tanto, son mds sencillos.
Este método también es distinto de los sofisticados métodos considerados en [11] ¥ en
[12], en donde se consiguen desarrollos asintéticos de los polinomios de Charlier o de los
polinomios de Meixner de un cierto grado n para valores grandes de n. En el método que
aquf se presenta mantenemos el grado n constante ¥ hacemos que ciertos pardmetros de
los polinomios tiendan a infinito.

En las Seccién 2 describiremos el método desarrollado en.[8] para obtener relaciones
asintdticas en términos de polinomics de Hermite, Ademds, aplicaremos esta técnica para
obtener desarrollos de los polinomios de Charlier, de Krawtchouk, de Meixner, de Meixner-
Pollazchek y de Jacobi, obteniendo, de este modo, nuevos limites de los ya conocidos de la
tabla de Askey. En la Seccién 3 detallamos un nuevo procedimiento para obtener desarro-
llos en términos de polinomios de Charlier. Consideraremos los polinomios del tercer nivel
de la tabla de Askey {polinomios de Krawtchouk, de Meixner, de Meixner-Pollazchek y de
Jacobi) y obtendremos desarrollos asintéticos y, como consecuencia, limites de estos poli-
nomios. En ambas secciones, ilustramos los resultados obtenidos mediante experimentos
que muestran la precisién de las aproximaciones dadas en la Secciones 2 y 3.
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Figura 1: Tres tltimos niveles de la tabla de Askey de los polinomios hipergeométricos
ortogonales. Las flechas gruesas indican relaciones asintéticas conocidas entre los poli-
nomios que conectan, mientras que las flechas finas indican nuevos desarrollos asintéticos

obtenidos en este trabajo.
2 Desarrolios asintéticos en términos de polinomios de Hermite

En esta seccidn, detallamos el método introducido en [8] para estudiar el comportamiento
asintético de los polinomios ortogonales de la tabla de Askey y obtener, como consecuen-
cia, limites de dichos polinomios en términos de polinomios de Hermite.

Los polinomios ortogonales de la tabla de Askey pa(x), » € N se pueden representar

a través de series de potencias que los generan mediante
oo
Fla,w) = 3 palehu”, ()
=0

donde F(z,w) es una funcién analitica con respecto a la variable w en un dominio que
contiene al origen. La funcién F(z,w) se llama funcién generadora de la familia de
funciones p,, (las cuales no dependen de la variable w).

A partir de la relacién dada en (7) y aplicando el Teorema de Cauchy, se obtiene la

siguiente representacién integral del polinomio p, '
1 -
pa0) = 5 [ Fla,w)w™+) du, (8)

donde € es un circulo cerrado conteniendo al origen e incluido en el dominio de analiticidad
de F.
A modo de ejemplo, consideremos los polinomios de Hermite H,(z), n € N (ver (1)).
Fsta familia de polinomios se puede obtener a partir de la funcién generadora
o .
et =y Holz) z,w & C, (9

n! !

n=0
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de donde se deduce la siguiente expresién integral
n! _ —in
Hafz) = 5 fc e2mwo=wlyy= () gy (10)

donde ' es un circulo cerrado conteniendo al origen e incluido en el dominic de analiticidad
de F.

| Mediante el siguiente resultado, expresaremos polinomios ortogonales p,(x) como una

suma finita de términos que dependen de polinomios de Hermite H,(x).

Teorema 2.1 Sean p,(z) polinomios definidos por la funcidn generadora

F(z,w) = an(a: (11)

n=0

donde F{x,w) es una funcidn analitica en w =0y F(x,0) = 1. Sea
fz,w) = e B Bz 4, (12)

y {ce(z)} een, la sucesidn de coeficientes tales que

flz,w} = ch(:c)wk, co =1, (13)
k=D
donde A y B no dependen de w. Entonces p,(z) puede representarse mediante

= () Hu-i () VB f£=_"

2 (n - k)

Pul2) = 2" (14}

\/_

donde H,(x) son los polinomios de Hermite de grado n.

Demostracién. La representacién integral de p,(z} dada en (8) se puede escribir como

1 —Buw ' —(n
o) = 5 /C 4B £ =) gy, (15)

y .2 o z — 2
Observemos que F como funcidn de w es analitica y ademds f(z, w) = em 4w +5v" Pp ),
Asi pues, podemos deducir que. f como funcién de w es también una funcién analitica v,

por tanto, se puede expresar mediante una serie de potencias de w

flz,w) = ch(:c)w (16)
A continuacién, sustituimos (16) en (8) cbteniendo de este modo
pn(é) = _l_j i ck(m)eAw—Bmﬁwk-u(n+1) duw. ‘ : (17)
ImiJeg .

Puesto que los términos del sumatorio correspondientes a los indices k tales que k — (n+

1) = 0 son funciones analiticas en el interior del dominio de integracién, entonces
Lck(x)eAw'szwk"("+1) dw=0, k>n+1
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Por ultimo, teniendo en cuenta la representacién integral (10) de los polinomios de Hermite
y realizando el cambio de variable w — @ = v/Buw se obtiene (14). u

Observemos que los coeficientes A y B de {12) pueden depender de la variable z. Por
ello, si B se anula para algin valor de zg, entonces escribiremos

Pa(o) = A" ZAk(n B

Para obtener propiedades asintGticas de (14), tomaremos coeficientes A y B para los que

¢1 = ¢ = 0. Bajo estas condiciones, estos coeficientes quedan determinados mediante

A=p(@),  B=32() - mlo), (19)

asumiendo que F{z,0} = py(z) = 1 (lo cual implica ¢g = 1}. Con esta cleccién de
coeficientes, tenemos

In(F(2,u)) = p(@)w+ (pala) - 330 ) 0+ Ow?), w -0

y por lo tanto, aproximamos en el origen la exponencial de (12) y la funcién F(z,w).
En las siguientes secciones, deduciremos las propiedades de los desarrolios (14) a partir
del comportamiento asintético de los coeficientes ¢x que en ellos intervienen, cuando el
correspondiente pardmetro tienda a infinito. E! siguiente resultado serd de gran utilidad
para determinar buena parte de los comportamientos asintéticos de las sucesiones de

coeficientes ¢ que aparecerdn en ¢l trabajo.

Lema 2.1 Sean ¢1(w), ¢o(w) funciones analiticas enw = 0, cuyos desarrollos de Maclau-

rin se pueden escribir como
d1(w) = pu™(ao + arw + aqw® +..), $a(w) = w(bo -+ brw + by +..),

donde n es un entero positivo y ay, by, son mimeré)s eomplejos que no dependen de € C
para todo k € N y, ademds, ag,bo # 0. Sea ¢(w) := ¢ (w) + dow) v sea {cr}ien la
sucesidn formada por los coeficientes de la serie de potencias de la funcwn Flw) = et
¥ que, por lo tanto, verifica
Flaw) = eProte) = 2 ot
k=0
Entoncesco =1, =0, k=1,2,...,n—1y

=0 (l'u,llk/nl)', [t = 00.

Demostracion. Consideramos, en primer lugar, el desarrollo en serie de potencias de
e®i{w)

_Z”kl (ag + a1 + agw? + .. ). (19)
k=0 ! k=0
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Igualando los términos de los miembros de (19) correspondientes a potencias de w del

mismo grado, deducimos que & =1, & =0 parak=1,2,...,n — 1 y, ademds,
g =0 (), p— oo

Por otra parte, si estudiamos el desarrollo en serie de potencias de e?2(*)

o0
Z Ekwk = e¢‘2(w}
k=0
oo (¢2(w))k o0 ’w‘l‘" X
= ZT = ZW(bo-l-mﬂ)'f*bgw?'{'...)k,
k= * k=0
deducimos que & = 1, & = O para k = 1,2,...,n — 1 y los coeficientes & no dependen

de w.
Finalmente, obtenemos el resultado teniendo en cuenta

©0 o i
e¢1(w)+¢z(w) - Z Ck'wk = (Z Ekwk) (Z Ek'wk)
k=0 k=0 k=0

¢ igualando de nuevo los términos de los miembros de la ignaldad anterior correspondientes

a potencias de w del mismo grado.

En las siguientes subsecciones aplicaremos el método desarrollado en el Teorema 2.1
para obtener desarrollos asintéticos de los polinomios ortogonales del segundo y tercer
nivel de la Tabla de Askey en términos de polinomios de Hermite.

2.1 Polinomios de Charlier en términos de polinomios de Hermite

Los polinomios de Charlier, se definen mediante la funcién generadora

x )
e (1 - E) I L) Y] (20)
a o

Asf pues, su representacién integral (8) es

| x '
Calz,0).= 5 fc & (1 - %) W) gy, (21)

donde C es un cfreulo alrededor del origen v la integracién se hace en la direccidn positiva.

Como en (12), hemos expresado la funcién generadora como
. .

con coeficientes A y B que no dependen de w. Para obtener un buen comportamiento
asint6tico, a partir de (18), hemos definido

1
A= E(a—x), B:=—.
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De este modo, hemos obtenido la representacién (14) de los polinomios de Charlier

ok Hp (€ T -
On(a:!a‘)=z kzo;%(n_kgc)ga z=‘\/%: §=a\/2—:::' (23)

Hemos comprobado que con nuestra eleccidon de Ay B, qg =1, 61 =0, ¢ = 0 y

cs = —x/{3a®) en (23). Para determinar el resto de los coeficientes ¢; hemos derivado
en ambos miembros de la igualdad (22) y entonces hemos deducido que f satisface la
siguiente ecuacién diferencial

g f = (w - a)aza%.. (24)

Substituyendo en esta ecuacién diferencial f por su desarrollo en serie de potencias hemos

obtenido la siguiente relacién de recurrencia
Ga(k + I)Ck+1 = a,2kck — ZCx-9. (25)

A partir de (25) podremos calcular los coeficientes ¢ para todo & > 2.

Para estudiar el comportamiento asintético de (23}, observemos que a partir de (25) y
por induceidn sobre k se puede deducir de manera sencilla que la sucesién de coeficientes
¢y verifica

ck=0(a‘k), o — 0.

Teniendo en cuenta que los polinomios de Hermite H, ((a —z)/ \/ﬂ) tienen grado n con
respecto a la variable a, es decir, H, ((a —xz)/ \/QE) O (a®) cuando @ — oo y ademds,
z=0(a"") cuando a — co, podemos determinar la naturaleza asintética de los términos
de (23), para valores grandes de a, con n y z fijados:

. 2\ (k)2 a—z
olanc}ock (@) H,. & (ﬁ) = _0’ vk > 0. {26)
Las gréificas de la Figura 2 muestran la precisidn que se obtiene al aproximar los
polinomios de Charlier mediante el primer término del desarrollo obtenido en (23) para
valores crecientes del parametro a. Es de destacar la precisién obtenida en la aproximacién
de los ceros de los polinomios.
Para poder expresar el limite de los polinomios de Charlier, cuando su orden tiende
a infinito, en términos de pblinomios de Hermite, hacemos e] cambio de variable z —
(2a)'/22 + a. Con este cambio tenemos

dim £ = lim ﬂl— = —z, ‘ (a7)

T2V 2z + a)
= /2(v2az + a)/2a verifica -
Jim v2az=1. (28)
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Figura 2: Aproximacién obtenida con el primer término de (23) para n = 10. Las lineas

. continuas representan Cio(z,a). Las lineas discontinuas representan z'°Hq(£)/101.

Tomando limites en (23) y usando (26), (27) y (28) obtenemos
Jim (20)*/°Co((20)*z + a, @) = Ha(~2) = (—1)"Ha(x), (29)

que corresponde a uno de los limites conocidos de la tabla de Askey (ver Figura 1).
La Figura 3, ilustra el limite (29).
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Figura 3: Limite (79) para diferentes a y n = 10.

2.2 Polinomios de Krawtchouk en términos de polinomios de Hermite

Los polinemios de Krawtchouk K,,(z;p, N} se definen mediante la funcién generadora

N

(1 - (l;fp)w)x (T+w)"F=3" (‘:)Kn(a:;p, Nw®, zweC, (30)

n=0
donden=0,..., NyO<p<l

Como en {12), expresamos la funcién generadora como

(1 - (1?+p) w)x (1 4 w)N=F = eA=BY (g 4p), (31)
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donde A y B no dependen de w. Al igual que en {18), para obtener un buen compor-

tamiento asintético, tomaremos

2 -
A= , B=pN+:r: 2:1:39-
P 2p?

De este modo, la representacién (14) se puede escribir como

(1::) Kolz;p, N) = z”zn: c_ﬁHn—k(f? {(32)

PPN+ 2 —2xp Np—=z
=y, (= e
2p V20N + = — 2zp)

Hemos comprobado que nuestra eleccion de A v B garantiza ¢g = 1, ¢y = 0, ¢p = 0

donde

en (32) v, ademds, ¢z = (—z + 3xp — 3zp® + p°N)/3p°. Para determinar el resto de los
coeficientes ¢, hemos derivado en ambos miembros de la igualdad (31) y entonces hemos

dedueido que f satisface la siguiente ecuacién diferencial

w?({2zp? — 3ap — p°N + p*N + 2)w + 2 — 3ap + 3zp® — pP°N)f =

= (o~ Dl + Op— DpPw )L (a3)

Substituyendo en esta ecuacién diferencial f por su desarrollo en serie de potencias hemos

obtenido 1a relacién de recurrencia

P+ e = p*(1—2p)ker — p*(p — 1)(k = 1)ex—y +
+(p*N — 32p° + 3zp — 2)cr_y +
+(P*N — 2z + N)p* + 3zp — 2)cp—s. (34)
A partir de (34), siendo ya conocidos ¢, €1, ¢ y ca, podemos caleular los coeficientes o
para todo k > 3. '

Para. determinar el comportamiento asintético de los coeficientes ¢’ cuando N — oo,

observemos que la funcién f{,w) de (31) se puede escribir como

3 w
flz,w)=e" (N (w)+ada{ ))’

donde
Hilw) = In{l+w) —w+uw?/2, |
) = (P LB s oo )25

De esta manera, aplicando el Lema 2.1 deducimos ¢, = (N3} cuando N — oo,
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O(N™?) cuando N — oo,

deducimos que la sucesién {¢} definida por ¢ = cx Haz(£) /2* tiene ol siguiente com-

Por ltimo, teniendo en cuenta que £ = O(N™?) y 2

portamiento asintético:

b= O(NVHEER) N oo, k=0,12,....

Esta relacién explica la naturaleza asintética del dearrollo obtenido en (32) para valores
grandes de N, fijados 2 y n.

Las graficas de la Figura 4 muestran la precisién que se obtiene al aproximar los
polinomios de Krawtchouk mediante el primer término de la representacién obtenida en
(32) para valores crecientes del pardmetro N. Es de destacar la precisién obtenida en la

aproximacion de los ceros de los polinomios.
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1/2. Las lineas continuas representan Kio(z;p, N}. Las lineas discontinuas representan

Figura 4: Aproxima.ci(')fl obtenida con el primer término de (32) para n =

la aproximacién 2*° Hyo(€)/10L

Para poder expresar el limite de los polinomios de Krawtchouk, cuando N — oo,
en términos de polinomios de Hermite, sustituimos x — pN + 21/2p(1 — p)¥ Con este
cambio de variable

—xy/p(l - p)N

lim £ = lim _
|t — PN + (1 -2

N—oo N—.
¥
Al’im = A],im
—00 L—p N—oo
SEN

De esta manera deducimos el siguiente limite

lim
N—oo

()

2p
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n _1 .
'N(T‘iﬁ) Kalp + 23— p)N5p, M) =

= —I

ool —pIN

o = PN + (1= 20)0y/2p(1 = P)N

VPl -pIN

H.(z).

(35)
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Figura 5: a.- Ilustra (35) para grado n = 10. b.- Ilustra {35) para grado n = 15.

2.3 Polinomios de Meizner en términos de polinomios de Hermite

Los polinomios de Meixner M, (x; 3, ¢} se definen mediante la funcién generadora
@ oo V
(1 - %) - ,w)-::—,B = z %Mﬁ(x;ﬁ: ouw”, zweC, (36)
n=0 "

donde B> 0y0<e<l
Como en {12), expresamos la funcién generadora como

(1 B %)x (1—w)™? =P f(z,w), (37)

donde A v B no dependen de w.
Para obtener un buen comportamiento asintético, a partir de (18), definimos

1 1
A=e-Do+pe), B=gsl(l- e )
De este modo, la represeﬁtacién (14) se puede escribir como

Malesf,0) = S ST (39)

con
_ ’(l—cz)x_g £_(C—l)m+ﬁc
2= Qe 2’ . Dex )

Hemos comprobado que nuestra eleccién de A y B garantiza cp = 1, ¢1 = 0, c2 = 0 en
(38) v, ademds, ¢3 = ((¢® — 1)z + ¢*8)/3c%. Para determinar el resto de los coeficientes cx
hemos derivado en ambos miembros de la igualdad (37) y entonces hemos deducido que

f satisface la siguiente ecuacion diferencial

wiz — B = o+ w(Bd —x - fa))f = 2{—c+ wle+1) - wﬁ%. (39)
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Substituyendo en esta ecuacién diferencial f por su desarrollo en serie de potencias, hemos

obtenido la relacién de recurrencia

A4 ee = e+ Dk — F(k - Doy + (B + fx — 2)ops +
+(x — Ez + Bct)e. ' (40)
A partir de (40), puesto que g, ¢1, ¢z ¥ €3 son ya conocidos, podemos calcular los coefi-
cientes ¢y, para todo k > 3.

Para determinar el comportamiento asintético de los coeficientes ¢ cuando £ — oo,

observemos que la funcién f(z,w) de (37) se puede escribir como

flz,w) = v (Bdr(w)teda(w))
donde
wk

bilw) = —la-w) —wowfr= 3

$a{w)

In (1 ~w/ ") — (e = Dwfe— (& — Duw?/(2F)

1—w
ck+3_1 R
k+ 3y *

il
I

Usando el Lema 2.1 deducimos que ¢ = O(B%?) cuando § — o,

Por tltimo, teniendo en cuenta que £ = Q(B™?) y 2z = O(6"?)} cuando f — o
deducimos que la sucesién {¢} con ¢y, ;= ¢ Hn—x(£)/#" tiene el siguiente comportamiento
asintético

¢ = QBR800 £=0,1,2,....
Esto explica la naturaleze. asintética de la representacién dada en (38) para valores grandes
del pardmetro 8, dejando z ¥ n fijos.

Las graficas de la Figura 6 muestran la precisién que se obtiene al aproximar los poli-
nomios de Meixner mediante el primer término de la representacién obtenida en (38) para
valofes crecientes del pardmetro 8. Es de destacar la precisién obtenida en la aproximacién
de los ceros de los polinomios. -

Para expresar el limite de los polinomios de Meixner, cuando 8 — co, en términos de
los polinomios de Hermite, haremos el cambio de variable & — {8 — \/246‘7} /(1—¢}. Con
este cambio, tenemos

ey/2B/cz

lim £ = lim =&

fimoa” oo w/i\/f:ﬂ — (1 —c)v/2Bx

2c
i — = 1.
ﬁl‘ﬁ,’oz\/ I
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Figura 6: Aproximacidén obtenida con el primer término de (38) paran = 10 y ¢ =
1/2. Las lineas continuas representan Mo(z; 3, ¢). Las lineas discontinuas representan la

aproximacion z2°Hio(£)/10!,

De esta manera deducimos el siguiente limite

n/2
Jim (8), (%) M, (1% (ﬁ AR ) — Ho(2). (1)

a.-
p=1000
B=10000
1/101H10(x) B=50000
-2 2

-1/151H15(x)

Figura 7: a.- Ilustra el limite (41) en el intervalo [—2, 2] para grade » = 10. b.- Ilustra el

limite (41) en el intervalo [—2, 2] para grado n = 15.

2.4 Polinomios de Meizner-Pollaczek en términos de polinomios de Hermite

Los polinomios de Meixner-Pollaczek P{*) (z; ¢) se definen mediante la funcién generadora
o\ = A A ad

(1 - e‘¢w) * (1 - e"%}) Y= 3 PM(z ¢y, zw e C, (42)
n=0

con A>0y Q<<
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Como en {12), expresamos la funcién generadara como '
Ly —Abiz =i
(1 - e“"w) " (1 - e‘“"w) = B pl ), (43)

donde A y B no depended de w.

Para obtener un buen comportamiento asintético, a partir de (18), hemos definido
A =2 cos{¢) + 2sin{@)z, B = —Acos(24} — zsin(24).

De esta forma, €l desarrollo (14) se puede expresar como

PO(z;¢) = 2" i %g:—f%),-

k=0

(44)

donde

Acos(¢) + sin(¢)x
\/j cos(2¢) — zsin{2¢) .

Hemos comprobado que nuestra eleccién de A y B garantizaco =1, ¢, =0, = 0 en (44)

2= \/—)\ cos(2¢) — xsin(2¢), &=

v, ademés, ¢z = 2(A cos(3¢) + zsin(34))/3. Para determinar el resto de los coeficientes
¢ hemos derivado en ambos miembros de la igualdad (43) y deducido que f satisface la
siguiente ecuacién diferencial

2w cos(3¢) + 2 sin(3¢) — (Acos(26) + z sin(2¢))w) f = (1 — 2eos(d)w + w"")-;—i{—u. (45)

Substituyendo en esta ecuacién diferencial f por su desarrollo en serie de potencias hemos
obtenido la relacién de recurrencia

(k4 Dexs1 = 2cos{kcy — (k — Ler-1 + 2(Acos(34) + xsin(3¢))ex—a ~
~2( A cos(2¢) + #sin(2¢)}cr_a. {46)
A partir (46), siendo ya conocidos ¢, ¢1, ¢z ¥ €3, podemos calcular los coeficientes ¢, para
todo k > 3. ’

Para determinar el comportamiento asintético de los coeficientes ¢ cuando A — o,

observemos que la funcién f (,w) de (43) es de la forma

f(g;, w) = e‘wa(z\d:;(w)+z¢2(w)),

con
di(w) = —In ((1 — ) (1 — e‘i‘*’w)) — 2cos{¢)w — cos(2p)w? =
_ S 2008((k+3)9) i '
- ,;, k+s 7
go{w) = iln (1—1-__;_%) — 2sin(¢)w — sin(2p)w’ =
_ g~ 2sin((k +3)d)
=X %15 W
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De este modo, aplicando el Lema 2.1 deducimos & = O(A\F3Y cuando A — oo, Por
tltimo, teniendo en cuenta § = A2y y z = O(\*2) cuando A — o0 deducimos que la

sucesion {dx} con ¢r == cx/ 2 H,_1{£) tiene el siguiente comportamiento asintético
b = ONYHEAFY X o 00, k=012,

Este comportamiento explica la naturaleza asintética de la relacién (44) para valores
grandes de A, conz y n fijados.

Las gréficas de la Figura 8 muestran la precisién que se obtiene al aproximar los
polinomios de Meixner-Pollazek mediante el primer término de la representacién obtenida
en (44) pera valores crecientes del pardmetro A. Es de destacar la precisién obtenida en

Ja aproximacién de los ceros.

aio® 1,5410% ) a0’ u0®

; ; } w 1

] :

E [

: !

i TAvan on ol VA"A\d VA"A\J VAR G VAN I 1)

K [

i ¢

i i

i ;

il E— i
ax10° 500" io® 50

=1 3=40 A=50 I+100

Figura 8: Aproximacién obtenida con el primer término de (44) paran = Wy ¢ =
m/2. Las lineas continuas representan P (z; ¢).- Las lineas discontinuas representan la
aproximacién z'°Hio(£) /10"

Para expresar el limite de los polinomios de Meixner-Pollazek, cuando A — o0, en
términos de polinomios de Hermite, hacemos el cambio de variable z — (sin(qﬁ))”(x\/_ -

Acos{®)) en (44). De este modo cuando A — oo obtenemos

hm 2 =1, lm E=1
A—roe A A—oe T
Por lo tanto, /i
. —n2zp [ % A —Acos{d) |\ _ H.(z)
Jim XPy ( ) p) = (47)

25 Polinomios de Jacobi en términos de polinomios de Hermile

Los polinomios de Jacobi plef)(z) se definen mediante la funcién generadora

ga+ﬂ
R1+R-wE(l+R+ w)P

— Zpga:.a)(z-)wn? R= my (48)

n=~0
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a.-
A=10
A=20  A=10
A=50 Ji 2220
1/10H10(x) i
J 2=50
- 2 20 V7 NKoYle
2. 145H1s(x)] N
i \\ !
J.‘l \1
|
I

Figura % a.- llustra el iimite (47) en el intervalo [-2, 2] para grado n = 10. b.- [lustra el

limite (47) en el intervalo [—2,2] para grado » = 15.

conz,we€C,a>~1yf>-L
Como en (12), escribimos la funcién generadora como
o+ Ao Bu?
= hwBw 49
RI+R-—wpl(ltR+w)p © (2 w), (“9)

donde A v B no dependen de w.
Para obtener un buen comportamiento asintético, a partir de {18), hemos definido

z+1/2(a+ Bz + 1/2(a - 3),

A
1/2— 2* + 1/8(a + §) — 1/4(e: — B} — 3/8% (o + §).

B

il

la representacién (14) se puede escribir como

= e Haog(€)
2 F o) (50)

De esta manera,

PP () = 2"

donde

\/1/2.— 2+ 1/8(c 4+ B) ~ 1/4(0;— Bz — 3/8x% (e + 5},
z+1/2{a+ Bz + 1/2(c — B) »
2/1/2 — 22 + 1/8(a + f) — 1/4(a — B)z — 3/8a2( + B)

Nuestra eleccién de A y B garantiza co = 1, ¢; = 0 y ¢; = 0 en (50). Por simplicidad,
consideraremos que o y 3 verifican

a-p
0.’+,6—’OO, m'—FO

La funcién f(z,w) de (49) es de la forma
() = e Gl HatB)ea(zu)+Ha—B)és(am),
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donde

éi(z,w) = —In(R(w)) — 2w — (2 — 1/2)w?,
go(z,w) = —1/2(In((1 + R(w))* — w?) - 2In(2) + zw + (32% ~ Dw’/4)
¢s(z,w) = 172 (ln (%) - - a:wg/Q) .

Usando el Lema 2.1 y puesto que £ = O({a + 8)*?), 2z = O((a + B)/?) deducimos
que la sucesién {¢y} definida por ¢ 1= ¢ /2" Hyr(£) tiene el siguiente comportamiento
asintdtico

b = O(a + BYVHEBIRYy X 00, k=0,1,2,....

Este comportamiento explica la naturaleza asintética de la relacién (50) para valores
grandes de & + 3, con z y n fijados. |

Las grificas de la Figura 10 muestran la precisién que se obtiene al aproximar los
polinomios de Jacobi mediante el primer término de la representacién obtenida en (50)
para. valores crecientes del pardmetro o + 8. Es de destacar la precisién obtenida en la
aproximacién de los ceros.

2x10° 5510 . oxto * o 4010 °
i ol T T T T !
i |' ! ; | i
1 | E ] 5 5
'. : i E |
!n ’\\ ] Al A : H ' A‘jA 1 E f AV —n IF
08k} M Hos o8 1 \/ ¥ \7 ¥ Jos-os] il V7 Y il fosodf! [ o4
v v 5 1 : ;
‘ o !
; i
N _ . S R L
o a0? 5501 6x10° -4x108
B0 «=f=30 =f=50 o=f=100

Figura 10: Aproximacién obtenida con el primer término de (50) para n = 10. Las

lineas continuas representan pi&” (z). Las lineas discontinuas representan la aproximacién

A0 H 6(€)/101,

Para expresar el limite de los polinomics de Jacobi en términos de polinomios de

Hermite, realizamos el cambio de variable z — (v/2a + 20z + 85— a)/(2+ a+ 8) en (50)y

obtenemos

42 lim 3

lim  eeem—— =1 =
(@+B)mo0 20+ 28 7 (a4f)moo
Teniendo en cuenta todo lo anterior, deducimos

lim 4 e (V2O E 2Pz 4B —a _ Halz)
(@+hl—o \V2& 338, 7" SYatp =Tl

= 1.
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=50 a=p=50
of=100 ig:;gg
a=f=200 '
1/101H10(x)
-2 2
-2 2

Figura 11; a.- Ilustra el limite (51) en el infervalo [—2, 2] para grado n = 10. b.- Ilustra
el limite (51) en el intervalo [—2, 2] para grado n = 15.

3 Desarrollos asintéticos en términos de polinomios de Charlier

Nuestro objetivo ahora es adecuar ¢l método descrito anteriormente para obtener desa-
rrollos asintéticos en términos de los polinomios de Hermite, al caso de los polinomios de
Charlie. Es decir, buscamos desarrollos asintdticos de los polinomios del tercer nivel de
la tabla de Askey en términcs de los polinomios de Charlier.

Los polinomios de Charlier, cuya definicién viene dada en términos de la funcién

hipergeométrica

a

Calz,0) = 2Fo (_”’ _$| _ l) , 52)

para a > 0 y z € N, son ortogonales con respecto & la medida discreta a”/z! y tienen la

siguiente funcién generadora

x oo
e¥ (1 - E) =% Lﬂi’a)w"‘, a>0, (53)
a L= onl
que a su vez nos proporciona la siguiente integral de Cauchy
! w w)‘” et
" = e 1w »id 54
= g o1 2) 2

donde C es un camino cerrado alrededor del origen dentro del dominio donde F es analitica.
Mediante el siguiente resultado, expresaremos polinomios ortogenales p,{z) como una

suma. finita de términos que dependen de polinomios de Charlier C,(z, C).

Teorema 3.1 Sean p,(z) polinomios definidos por la funcidn generadora

Plz,w) =3 pa(z)w", (55)
n=0
donde F(x,w) es una funcién analitica enw =0y F(2,0) = 1. Sea
A
Faw) = (1- 22 few), (56
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¥ {eu(2) Yren, lo sucesidn de coeficientes tales que

flz,w) = ch(:c)w (57)
k=0
donde A y B no dependen de w. Entonces pn(z) puede representarse mediante
pala) =252 GG C) B, (58)

k=0 zk (n - k)! ’

donde C,(z,C) son los polinomios de Chorlier de grado n y orden C.

Demostracién. La representacion integral de p,(z) dada en (54) se puede escribir como

B A
Palz) = 2—715 fc eBu (1 - %’) fglff)dw. (59)

Por otro lado, observemos que F(z,w) es una funcién analitica con respecto a la variable

-4
w y, ademis, f(z,w) =e~Bv (1 - Bu F(z,w). Asl pues, f{z,w) es analitica y por lo
C .

tanto,
00
w) = ex(z)wt, (60)
b=}

donde asumimos que po(z) = 1 (es decir, ¢o = 1).
Si sustituimos (60) en {(59) obtenemos

)= g [ Lo (1- %) v @

k=0

Puesto que los términos del sumatorio correspondientes a los indices k tales que k—n—1 >

0 son funciones analiticas en el interior del dominio de integracién, entonces

pale) = 5 [ xla)e? “(1- BC—"‘”) Wy =0 k3L, (62)

2mi Je

Por ultimo, teniendo en cuenta la representacién integral (54) de los polinomios de Charlier

y realizando un cambio de variable adecuado se déduce (58). =

La eleccion de los pardmetros A, B, C' viene dada por las condiciones ¢; = 0, ¢ = 0,

= (. Obtenemos asi,

4L AP = @)’
(2p1(2)® — 3p1(2)p2(2) + pa(z))”’

_ pul@)Ppa(e) — 2po(x)? + pr{@)pa(z)
B = Toar @ + o) | (%)

C = 2 (pa{z) = pr(2)?) (p1(x)?pa(z) — 2pa(2)® + n{x)ps(z))
(2p1(2)? ~ 3py(z)pa(2) + pa(z))’ .

166



Observemos que el pardmetro € depende de la variable z. Por tanto, en ese caso,
obtendremos un desarrollo de p,(z) en términos de polinomios de Charlier con un orden
dependiente de .x, Evidentemente, ésta no va a ser una propiedad deseable a la hora de
analizar algunas propiedades de los polinomios p,(z), como por ejemplo al investigar sus
ceros; por ello, trataremos de evitarla. En primer lugar, tenemos la opcidn de fijar este
parametro tomando, por ejemplo, € = a (haciendo asf que el orden sea independiente de
z), y resolver el sistema dado por ¢; = 0, ¢z = 0 para obtener los otros dos pardmetros
Ay B. Otra opcidn a seguir es fijar dos pardmetros y resolver la ecuacidn, ¢ = 0 para
obtener el tercero.

Nuestro objetivo es analizar la naturaleza asintética del desarrollo (58) para algin
parémetro asintético de los polinomics p,,(z). Veremos que las propiedades asintéticas de
los desarrollos obtenidos se derivan tanto del comportamiento de los coeficientes ¢, como
del cardcter de los pardmetros A, B y € en cada caso. Obtendremos desarrollos asintéticos
tomando ¢; = ¢ = ¢g = 0 (tres pardmetros libres); o bien, ¢; = ¢ = 0 (dos pardmetros
Iibres'); o bien, ¢; = 0 {un pardmetro libre). Analizaremos los tres casos considerando los

polinomios de Meixner, de Krawtchouk, de Meixner-Pollaczek y de Jacobi.

3.1 Polinomios de Meizner en términos de polinomios de Charlier

Los polinomios de Meixner vienen dados por la funcién generadora

Few)=(1-2) a-wr =3 Ceaponn. o0

n=0
con 8> 0y 0<c< 1. Siescribimos como en {56)
x A
(1 N R (B gw) ), (65)

con f definida de la misma manera que en (60), entonces el desarrollo (58) de los poli-

nomios de Meixner en términos de los polinomios de Charlier es

(B)nMal(z, B, ¢) = z"n! Z c’; E‘n"(gk;"), £=A, z=0B, (66)

donde los coeficientes ¢, se derivan de (60) con la funcién F(x,w) definida en (64).
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3.1.1 TRES PARAMETROS LIBRES

En este caso, resolvemos ¢l sistema ¢; = 0, ¢3 == 0, ¢3 = 0 para obtener

(A= A)e = 5e?)’

A= (86 + (& ~ 1)z)?’

(¢ = 1)%z(8 + z)
K ICERICEN (67)
C = &_U%ﬂﬁ+@“1—§ﬁ—ﬁ§)

(B + (3 — D)’
Con esta eleccidn, hemos comprobado que los primeros coeficientes ¢, son

o (c— 1Y2z(8 + z)
1T 41 = A)z ~ Be)’

=1, a=c=cg=0,

El resto de coeficientes ¢ para k > 4, se puede obtener mediante la siguiente relacién de

recurrencia
Cryy = (k:'::.' 1) [-—hlkck - hg(k — l)ck_l - h3(k - Q)Ck_.g = h4c,t¢_3] 4 (68)
donde
A =Bl 4+2)+(2+c—ct-28)z . —pltz—-cz
b ¢(Be + (2 — Da) ’ 2T EBEY (@ - Da)’
(69)
b B2+ ¢) + (c = 1)1 + )’z b — (c—1Pz{8+ 2)
2= 4=

¢ (B + (¢ — 1)z) ’ T2 (B2 + (2= Dz)

Esta relacion se obtiene sustituyendo el desarrollo en serie de Maclaurin de f en la ecuacién

diferencial

—w(e— 1)*5(B +2)f =

=(c—w)(w-1) [ﬁca(w —-1) +’(c+c3(w -1)- w) x]ﬁ

’ dw’
obtenida al derivar en ambos miembros de (65).

De forma sencilla, por induccién con respecto a k, podemes probar que ¢ = O(8%
cuando 8 — oco. En efecto: '
i) Para k= 0,1,2,3,4, es inmediato ver que ¢, = O(8%) cuande 8 — oo.
ii) Supongamos que ¢, = O{F°) cuando 8 — oo para todo k > 4. Por (69), h; = O(8%)
cuando # — oo para cualquier valor de z. Por tanto, a partir de (68) concluimos

curt = OB, B — oo.
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Teniendo en cuenta que ¢z = O(8°), z = B = O(8%) vy A = O(f) cuando § — 00, se
deduce que la sucesién {@}, con ¢y = cx/ 28C_1(€, C), tiene el comportamiento asintético
dado por

=0(""), B—oo
conk=0,1,2,.... Teniendoencuentaestoyqueco=1ycy=c=c= 0, la naturaleza
asintética de la representacién dada en (66} para valores grandes de 3, con 2 y n fijos

queda reflejada por

(DaMa(z,8,0) = 2" [Cal€,CY+O (8], §=4, 2=B  B-—oo
- donde hemos sefialado el primer término, puesto que constituye una aproximacidn de los
polinomios de Meixner debidamente escalados.

Observemos que de esta representacién no podemos obtener un limite para 8 — oo.

Sin embargo, si que se obtiene un limite si establecemos la relacién
a
at+f
Para este caso, a partir de la recurrencia (68), se deduce que los coeficientes ¢ tienen el

Cc =

comportamiento asintético ¢y = O(#*-1) para 8 — oo. Por otro lado, los pardmetros en
este caso, vienen dados por

B(—a? + 2z + fz)°

AT T 3an 1 Safe + o)

— IB(U'+‘8)$(,B+3;)
B = —a? 4+ 3a2z + 30,,6‘:1: + ‘62;17 (70)
C = _aBla-+ B)z(f + #)(a® — 20z — fz)

(—a® + 30z + 3afz + B2y’
Con estos valores obtenemos que ’
e/ = O(F7Y), B oo
y el desarrollo {82) se puede‘ escribir |
BMa(a, B, 25) =[Gl Y+ O (B)], E=4, :=B, f—oo.
Tomando lunltes en la expresion anterior
fmi= A=
AHEQC = o | (1)

lHm —— lim —— =1,

foeo (ﬁ)n b= (B)n
y obtenemos finalmente el limite ya conocido de Ia Tabla de Askey (ver Figura 12)
Jim Moo, 8, —55) = Cule, ) (72)
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0.0008 B=250

=500

130 \
B=1000

Cs(x,100)

-0.0008

Figura 12: Limite (72) paran =35.

3.1.2 Dos PARAMETROS LIBRES

Ahora fijamos B = 1 y resolvemos el sistema ¢; = 0 y ¢z = 0 para obtener

(@—cf+ea—-1)P  ,_cde—cf+z-1)

A= "oz —pe T B —Az -8

Con esta eleccién comprobamos que los primeros coeficientes ¢, son

=1 ec=¢=0,

z(=1+ 4+ 2 =2+ E2) + 3(c + 2 — 2ex + x)
3 (z—e(f+c—-1))

C3 =

El resto se obtienen de la siguiente relacidn de recurrencia

1 -
Cryl = %)) [Pk + holk — Ve (83 — halk — 2)) cp—z + hacr—3g],

con »
he = c—fBe+E(l—28 — 2) + 2z
v clw—cB+rz—1)
he = 3B+ 3z~ 1) — 2 — 2
2T T d—cfte—1)
b = z—cz—3)
2T Fm-cBrz=1)
b = z -z + )
YT Ra-cfrz-1)
. (P (S —2e+Pr) -
= Az —-cf4x—1))
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Esta relacién se obtiene al sustituir el desarrollo en serie de Maclaurin para la funcién f

en la ecuacién diferencial
—ww — 1)z + (B + ) [c3+z—2cx+c2(x—w)]f=
= (c—w)(w—1) [cm—w:c+02(1+,6(w—«— 1) —x-{-wx)]%,

obtenida al derivar en ambos miembros de (65).

Por induccién con respecto a k, probamos que ¢ = O(B% cuando § — oo. Como
claramente A = O(3) cuando 3 — oo, concluimos que la sucesién {¢r}, definida por
b1, = ) 2°Cri(€,C) = 1 Crilé, C), tiene el comportamiento asintético dado por

$r=0(8""*) B— o0

para k=0,1,2,.... Porlo tantb, como ¢y = 1 ¥ ¢ = ¢z = 0, la naturaleza asintdtica de
la representacion dada en (66) para valores grandes de 3, con z y n fijos queda reflejada
por

(B)aMa(z, B,0) = Cal6,C) + O(F™),  £=4 B
donde de nuevo hemos sefialado el primer término, puesto que constituye una aproxi-
macién de los polinomios de Meixner debidamente escalados.

Como alternativa. a la eleccién anterior, fijamos ahora ¢l pardmetro
C=aB

y resolvermnos ¢; = 0, ¢ = 0 obteniendo

_{e— 1)(ac+a—c)x
e '

1
A:a?((zi—l)x—ﬁ), B=§-aj
Hemos comprobado que los primeros ¢ vienen dados por

_z{c—E+ald - )+ 8 a—1)
N 3ac? !

mientras gue el resto, como antes, se derivan de una relacién de recurrencia.

co=1, c1=Cg=0, ¢

La funcién f(x,w) de (65) se puede escribir como

fe,w) = ehlrants),
donde las funciones
d{w) =B ((a — 1w — log(l —w) + a®log (1 - %)) )

Bo(w) = wle= 1)(:2— etao) log(1 — w) — a? (%2- - 1) log (1 - %) + log (1 - 1_1)(:_) .

tienen los siguientes desarrollos de Maclaurin

oo = s =D 5 -5
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i = LG - et (0 2 (o)) )

Por el Lema 2.1, deducimos que la sucesién de coeficientes ¢;, tiene el orden ¢ = O(Blk/3)

cuando § — co. Considerando que C tiene el orden O(8) cuando B — oosia#
1, observamos que la sucesién {¢x}, con ¢ = ck/z’“Hn_k(g), tiene el comportamiento
asintdtico '

b = O(BEA-FY, B—co, k=01,2..., sias#]l,
{qsk = OB =%y B s oo, k=0,1,2,..., sia=1.

As pues, la naturaleza asintdtica de la representacién dada en (66) para valores grandes
“de 3, con z y n fijos queda reflejada por

(B)nbn(,5,0) = 2" [Calé, Y+ O (87%)], €= 4, z=Ca, (75)
para f—oosiaF ly

(B)aMa(2,8,0) = 2* [Ca(&,C) + O (B*°)],  ¢=4, z=C, (76)

—
L=
=
Zu
=N
t -]
Sy

70

220 3 VVV Ho®o | | o

{

t.....-.......---

A0 a8

=100 =500 - B=1000

Aproximacién (76) para »n = 10. La lfmea discontinua representa
10Mio(z, B, ¢), la linea continua 21°Cyo(¢,C)

Si tomamos limites en (75), obtenemos
Jim 2 (8)Ma(2,8,0) = Jim Ca(6,C) = (L=a)™", 2=Cfa, ‘a1, (77

0 que limg_.o (8)a/2" = 1/(1 — ) deducimos

gll.ngo My(z,8,e)=1, O0<c<l. (78)
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3.1.3 UN PARAMETRC LIBRE
En esta ocasién, fijamos B = 1, C = a y resolvemos ¢; = 0 obteniendo
A=a(1—ﬁ—m+f).
_ ¢
Ahora, la funcién f(z,w) de (65) se puede escribir como

f(z, w) = efrfwrrele),
donde las funciones
¢1(w} B (a log (1 - %) log(1 - w)) ,

gol(z,w} = —w—mlog(l—w)+a(—1 +:c—-xé)log (1—1;)—)+:nlog (1—%),

tienen los siguientes desarrollos de MacLaurin

¢y (w) ﬂw[ (1—%) 3(1_E)+"-]’
po(@,w) = w2[5154-%(1”%—;:—2.‘—5;)+%(%+$(1_%"—£§+$_¢))+'”l'

Por el Lema 2.1 tenemos que ¢x = O(B*4) cuando § — oo. Asf pues, la. naturaleza

1i

]

asintética de la representacién obtenida en (66) para grandes valores de 3 se deriva del

hecho de que la sucesion {¢x}, con b = cpf 2P Haor(§), tiene ¢l comportamiento asintético
g = O(FEAR), B0, k=012,
y por lo tanto, podemos escribir
(B)Mo(z,5,0) = Cal&, ) +O (B*1), €= 4, (79)

para 3 — o0,

2.9 Polinomios de Krawtchouk en términos de polinomios de Charlier

Los polinomios de Krawtchouk vienen dados por la siguiente funcién generadora

me=@~%;ﬂ(uwN4ﬂz()nmmmw,. (50)

n=0

con N € Ny 0 < p < 1. i eseribimos como en {56)

(1 - -1-—p—'w) 1+w)V "= eBv (1 - I—é—w)A flz,w), (81)

con f definida igual que en (60}, el desarrollo (58) de estos polinomios en términos de los

polinomios de Charlier es

(N) (wp,N)_z"zz’;-(ln’-‘—(%—?)-, £=A, z=B8, (82)

donde los coeficientes cx se siguen de (60) con F(z,w) dada en (80).
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3.2.1 TRES PARAMETROS LIBRES

En primer lugar, resolvemos ¢; = 0, ¢ = 0, ¢3 = 0 obteniendo asf

(Np?+ 2 — pr)a

A = ,
(Np®+ (=8p% + 3p — 1)2)?

p- DN —2)e
Np®+(-3p* +3p— 1)z’

to
i

(83)

(1= p)p(N — &)z (Np + z — 2pz)
(Np® + (=3p2 + 3p — 1)z)?

Con esta eleccién hemos comprobado que los primeros coeficientes ¢ vienen dados por

o 2=V m)
e 4p*(Np? + 2 — 2pa)’

mientras que el resto se obtienen de la siguiente relacién de recurrencia

CD:]-: 612C2=C3=0,

Cpt1 = r—hlkck - hg(k - l)ck_l - h-3(k - 2)Ck—2 + h4ck._3] y (84)

1
(k+1)
con -

hy = Y@ —1) + (=70 + 7= 2)a hy= NPBP—=2) - (p-1)%

p(Np® + 2z — 2pz) ’ PHNp? + 2~ 2pz)
hy = P D+ (=39 + 8p — 1)a) b, = (2~ 1Pa(z — N)
’ PA(Np? + = — 2pz) C T PN = 2pz)

Esta relacién resulta de sustituir el desarrollo de Maclaurin de S en la ecuacién diferencial
wip~1)’z(z - N)f =
3 2 daf
= (w+ 1){p - w + pw) (Np (1+w)+ (p—w+3pw—p (2+3w))9:)&a
obtenida al derivar en ambos miembros de (81).
Por induccién con respecto a &, utilizando Ia relacién de recurrencia (84), comprobamos
que ¢ = O(N?) cuando N — co. Puesto que A = O(N) y z = B = O(N% cuando
N — o0, podemos concluir que la sucesidn {¢r}, con ¢ = /2" Cr(€,C), tiene el

comportamiento asintético
¢ =O(N"F), N.— oo
para k = 0,1,2,.... Esto explica la naturaleza asintotica de la representacién (82) para

valores grandes de N, conz y n fijos:

()sten 0= [B8 opm). con am

para N — oco. El primer término de este desarrollo se puede utilizar para aproximar los
polinomios de Krawtchouk para valores grandes de V.
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En la representacién anterior no podemos obtener un limite para N — oco. Sin em-

bargo, si que obtenemos un limite si establecemos
p=afN.

Con esta eleccidn, de la relacién de recurrencia (84) se deriva que los coeficientes ¢, tienen

nuevamente el comportamiento ¢, = O(N?) cuando N — oo y los pardmetros (83) vienen

dados por
4 = N{(a® - 2az + Nz)°*
" {(a® - 3%z + 3aNz — N2z)*’
B (a — N)N{N - z)z (85)
a?® — 3atx + 3aNz — N3z’
c = ale — N)N(z — N)z (a® - 2az + Nx)

b

(a® — 3a2z + 3aNz — N2z)*
por lo que observamos que ¢ /2% = O(N*) para N — oo y el desarrollo (82} para valores
grandes de N, con 2 y n fijos es

()t o= (2D ro(vg], e=a -

3 T

Tomando limites en la aproximacidn anterior

lim € = lim A=z,

N—oo N—=oo

e = (86)
lim —— = lim — =1,
T

obtenemos finalmente el limite del esquema de AsKey (ver Figura 14)

. a ]
I\}%OK,;(E, N’N) = C,(z,a). (87)

3.2.2 DoOS PARAMETROS LIBRES
En este caso, fijamos B = 1 y resolvemos el sistema ¢; = 0 y ¢ = ( obteniendo

Ao p=Np+o) _plp=Np+z)
Np? +x — 2pz’ Np24x—2pz

Hemos comprobado que los primeros coeficientes ¢ vienen dados por
Gy = 1: == 07

= -N@*+z—pz)+z(1+3p*+z—p(z+3))
- 3p2 (—z + p(N — 1)) ‘
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0.00015
Ca(x,100)
0]
N=1000
00001 N=500
N=300

Figura 14: Limite (87) para n=35.

El resto de coeficientes se pueden calcular con la siguiente relacién de recurrencia

1
Cpyl = [hlkck + hg(k = Deg—1 + (85 — ha(k — 2)) cpp + h4CkM3] s (88}
{(k+1)
donde
o (2—3N)p* —2z+pdz+N—-1)
' p(N—Tjp—2) :
by = {1 —3N)¥p* —p%(1 — 2N —5z) + 2 — Bpx:
? P ((N=1)p—u) '
h = =D +3—20)
° P{N-1p—=)
hy = L=PVP' +z—2pw)

P((N-1)p—2)
;o “NE t+z—pr) +3(1 43+ 7 —p(3+2)) (89)
. PN =1)p~2) |

Nuevamente, esta relacién se obtiene sustituyendo el desarrotlo de Maclaurin de la funcién

[ en Ja siguiente ecuacién diferencial

wi{-N (—pzw +pXl+w)+z— px) +
+:r:(1 +w+p2(3+2w)+x—p(3+3w+m))}f=
d

= (w+1){p — w+ pw) (pz(—l + N+ Nuw) +wz — plz+ 2'wa:))d—i},

obtenida. al derivar en ambos miembros de (81).
Por induccidn con respecto a k&, probamos que ¢ = O(NY) cuando N — oo y con-

siderando que A = O(N) obtenemos que la sucesién {1}, con ¢y = cr/2*Cp_r(€,C) =
exCr-r(€, C), tiene el comportamiento asintético

$e=ON" ") N oo
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para k = 0,1,2,.... Teniendo en cuenta esto, deducimos que la naturaleza. asintStica de

fa representacidn {82) para valores grandes de N, con z y 7 fijos viene dada por

(D)t = HED so0ms), =4

[

y el primer término es una buena aproximacién de los polinomios de Krawtchouk debida-
mente escalados.
Como alternativa, fijamos

C=pB/(1-p)
y resolvemos el sistema ¢; = 0y & = 0 obteniendo
A___Np2+a:-22p:c, BszN.
(-1 p—1
Hemos comprobado que los primeros coeficientes ¢ vienen dados por
N—
=1 ¢ =c=0 a= E,
3p

v el resto se obtienen de la correspondiente relacién de recurrencia.

La funcién f(z,w) de (81) se puede escribir como

F@,w) = Voo,

donde las funcicnes

é1{w) (pTll)f [(P— Dw + (p — 1)* log(w + 1) — p*log (1 +w— %)] ,
_1 w
Polw) = (—p"_"l—)g [(p —Dw+{p—1)° log(w;l- 1) — p?log (1 +w— E)] ,

tienen las siguientes series de Maclaurin

o) = w? (601?) [20p° - 15w (=p" + 2p°} — 1207 (—p+ 3" - 3°) +--,

-1 .

I 3 _ 2 N o [ AU

po(w) = w (W)[zop 15w (—p* + 2p°) 120 (—p + 3p Y+

Por el Lema 2.1, ¢, = O(N®/A), Por tanto, la sucesion {¢:}, con ¢y = /7" Hps(E),
tiene el siguiente comportamiento asintético

b = ONFA-RY N 00, k=0,1,2,....

De esta manera, explicamos la naturaleza asintética de la representacion (82) para valores

grandes de IV:

(ﬁ)K,,(o:,p,N)ﬂ“[MW(N'?)], e=a, :=S20c )

nl
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¢ 13 510} o my awo] g Lol
('\ Py e, f\é —ta k = SN ﬂ A = 7%
ARt B VTR < A~ ok 310 350 o E600
Lasadl £ g L 40
N=100 H=1000
Figura 15: Aproximacién (90) para n = 10, La linea discontinua representa

{8)10M10(z, 8, ¢), la linea continua 2°Cy(€, C) /9!

cuando N — oo. En la Figura 15 podemos ver reflejada la aproximacién que proporciona
el primer término de (90). '

Si tomamos limites en (90}, tenemos

lim z_"(N )Kn(z,p, N) = lim Ca(4,0) _ (1)
N n No

00 =] nl nl

-1, =3P ()
F
¥, considerando que limy.,o (ﬁr) J2% = (—1Y*(p - 1)*/n! obtenemos finalmente
lim Kn(z,p,N}=1, O0<p<l (92}
N—oo

3.2.3 TUN PARAMETRO LIBRE

Fijamos ahora B =1y C = a y resolvemos ¢; = 0 para obtener

alp — Np + )
B—

A=
En este caso, la funcién f(z,w) de (81) se puede escribir como

Flz, w) = Mot talan)

donde las funciones
é1(w) = log(1 +w) + alog (1 _ 1::_) :

1 (pmlog(l—{-w) +alp+2)log (1 —-"f) +p(w _ zlog (1+w - 3;1))) :

$alz, w) = ~

tienen los siguientes desarrollos de Maclaurin

mw)=w[3(1-3) + 30 (1-2)+-].

1 —1)? 1
¢2($,w)=w2[£+g‘(l—@T)“—a—p")+“
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Por el Lema 2.1, concluimos que ¢ = Q(N¥/2) cuando N — co. Por tanto, la naturaleza
asintética de la representacién obtenida en (82), para valores grandes de N, se deriva del

hecho de que la sucesion {@}, con ¢y, = ¢r/2* Hp_i(£), tiene el comportamiento asintético
¢ = O(N™HA-FY N — 00, k=0,1,2,...,

y entonces

(g)Kn(m,p,N) = %%G)-FO(NWI), §=A

3.9 Polinomios de Meizner-Pollaczeck en términos de polinomios de Charlier

Los polinomios de Meixner-Pollaczeck vienen dades por la siguiente funcién generadora
F(z,w) = (1 - .e""’a,u)_)wﬂlz (1 - e“i“:’w) L ioP,(,") (z, )w™, (93)
-
con A >0y 0 <@ <. Siescribimos como en (56)
(1 _ ei%) iz (1 — it =\-iz _ B (1 - Ew)A flz,w), (94)

el desarrollo (58) para estos polinomios es

ey _ o ﬁcn—k(fac) = =
donde los coeficientes ¢, se derivan de (60) con Fi(z,w) definida en (93).
Si expresamos z + A = re, 8 € [0,7], r 2 0, ¥ consideramos el pardmetro asintético

r — o0; los resultados que obtengamos se cumpliran uniformemente respecto a 6.

3.3.1 TRES PARAMETROS LIBRES

Resolvemos el sistemna e1 =0, ¢y =0y ¢ = 0, obteniendo

A = _ 2{)cos(2¢) + zsin(2¢))° _ Tsin3(2¢ + 0)

T (Acos(3¢9) + zsin(3¢))® T sin’(3¢+0)’

B 2(\ +2%)sin* sin? ¢
B == cos(39) + zsin(3¢) (36 + )’ (96)
o - .2 (X* + 2?) sin® ¢ () cos(2¢) + zsin(24)) _ __zrsin2 $sin(2¢ + 6)

(Acos(34) + zsin(3¢))* sin®(3¢ + )

Los primeros coeficientes ¢y vienen dados por -

=1 a=a==0,
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B (3% + %) sin? ¢ _ . sin’¢
“ = 7o heos(20) + zsin(2)) | 2sim(2¢+ 0)’

mientras que el resto se derivan de la relacién de recurrencia
1

Chyl = m [—hlkc;c - h,g(k — l)Ck_l — hg(k‘ — 2)6;--2 + h4ck_3] ) (97)
con
he o= Acos¢ +2hcos(34) + z (sing + 2sin(3¢)) _  sin(¢+ 6) + 2sin(3¢ + 6)
e Acos(2¢) + zsin(2¢) - sin(2¢ + 8) ’
A 2X cos(29) + Acos(49) + 8xcos® psing _ _ sin{4¢p +6)
A A cos(2¢) + z sin(2¢) 77 sin(26 4 6)°
e = Acos(3¢) +xsin(3¢) _  sin(3¢ + 0) .
8 7 T Xcos(26) + zsin(24)  sin(2¢ + 6)’
B — 2(X2+2)sin’¢p 0 sin® ¢
4T T Xcos(29) + zsim(29) | sin(2p +0) ‘

Esta relacién se obtiene sustituyendo la serie de Maclaurin de la funcién f en la ecuacién

diferencial

—u*2rsin® g f = —(1 + w? — Qweos gi:) (—sin(2¢ + ) + wsin(3¢ + 9))%,

obtenida al derivar en ambos miembros de (94).
En este caso, la funcién f(z,w) de (94) tiene la forma

f_(x, w) = reb1 (wh+do (w)’

donde
o 1 — we' sin? ¢ sin?(2¢ + 8) sin{3¢ + )
onw) = e g (= ) 2w S S s (1 - o T ) h
l;bg(ﬂ)) = 0:

y el desarrollo de Maclaurin de ¢;{z, w) es ,
sin? ¢

or(w) = w (W

) {15 [71 + cos(2(2¢ + 8))] -+

+12w [~3 cos ¢ + cos(3¢5’-|f 28) + 2cos(5¢ + 28)] + - - -} .

Asi, por el Lema 2.1 concluimos que ¢ = O(r[/4) cuando r» — oo, y considerando que
A=0(r),C=0(r) y 2= B = O{r) cuando r — co obtenemos que la sucesién {$},
con ¢y = ¢ /2C,_r(€, C), tiene el comportamiento asintdtico

¢k=o(_r[k/4]_k), 7 = 00, k=0, 1,2,...-
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La naturaleza asintética de la representacién (95) para valores grandes de N, conz y n
fijos queda reflejada mediante

Bz, ¢) = 2 [9% +0 (r's)] , E=A, z=B8, (98)

para r — oo uniformemente respecto a §. Tomando limites en (98) obtenemos finalmente

Cal4,0) 2

lim o (2c08(2¢) — 1)" cos™ ¢ cos™(3¢).  (99)

. —1 plA) =
)}Lr{.lo Re [’\ ‘Pn (:r’ ¢)] i Y nl

3.3.2 Dos PARAMETROS LIBRES

Fijamos B = 1y resolvemos ¢; = 0 y ¢; = 0 obteniendo

(1 — 2rsin(¢ + 8))° oo TLtrsin(¢+0)
2rsin(2¢ +6) T 2rsin(20+6)
Los primeros coeficientes ¢; vienen dados por

2r (r — 7 cos{2¢) + sin(3¢ + 9))
T 3(—1+2rsin(p+6)

A=—

C():ly C1=0‘2=0, Cy =

mientras que el resto se obtiene de la relacién de recurrencia

: 1
OH = D)

[hlkC]c -+ hg(k — 1)Ck_1 + ('n‘:g w h3(k — 2)) Ci—2 + h4Ck_3] y (100)

con
2rsin(3¢ + 7)

b — 2rsin(2¢ + 8)
1—2rsin(p+0)°

= 2008 T T—2rsm(@+6)

2r sin(2¢ + 6)

_ —144rsin(¢ + 8) + 2rsin(3¢ + §) B
1-2rsin(¢+6)°

h’2_ ’ hdl:

1—2rsin(¢+ ) (101)

2r (=7 + rcos(2¢) — sin{3¢ + 6))
1 —2rsin(¢ +9) !

iy = —

Nuevamente, esta relacién resulta de sustituir la serie de Maclaurin de la funcién f en la

ecuacién diferencial

w*2r {r — rcos(2¢) — wsin(2¢ -+ §) + sin(3¢ + ) f =

= (1 +w? — 2wcos §) (1 = 2rsin(¢ + 6) + 2rwsin(2¢ + 6)) df

d_ws
obtenida al derivar en ambos miembros de (94).

A través de la relacién de recurrencia, por induccién con respecto de k, probamos que
¢, = O(r) cuando r — co. Puesto que A = O(r) cuando r — co, tenemos que la sucesién

{#:}, con ¢y = cr /2" Cri(€,C) = €xCri{€, C), tiene el comportamiento asintdtico
G = OF™ IR 1 — oo,
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uniformemente con respecto a 8, y para k = 0,1,2,.... La naturaleza asintética de la
representacion obtenida en (95) queda reflejada por

PO )= PO Lo (m), ey,

para r — o0, uniformemente respecto de 8.

Alternativamente, resolvemos ahora el sistema ¢; = 0, ¢; = 0 B fijando
C=aB
y obtenemos
A= -2d’rsin(2¢+6), B =2r(sin(¢+0) — asin(2¢+8)).

Hemos comprobado que los primeros ¢ vienen dados por

_ 2r(—sin(2¢ + 8) + asin(3¢ + 8))
N 3a ’

Coeficientes de mayor grado vienen dados por la correspondiente relacién de recurrencia.

CO=1: Cl=62=0, C3

Nuevamente, la funcién f(z,w) de {94) se puede escribir como

flz,w) = en:fu(w)-l-ctrz(w)7

con
; 1—we* 1 - wet?
g8 infg———" | — i
¢1(w) = ie”log (1 — we—“’) + log (sm@l — we‘“’) 2wsin(¢ + &) +
+a [w +alog (1 - %)] sin(2¢ + @),
$a(w) = 0,

v el desarrolio de Maclawrin de ¢,(w) es
1

¢1{w) = ot (30a2

) {200 [~ sin(26 + 8) + asin(34 + 8)] +

15a%w [~ sin(26 + 6) + o®sin(4é + &) +--}.

Por ¢l Lema 2.1 tenemos que ¢, = O/} cuando  — co. Asi, la naturaleza asintética
para Valores grandes de r de la representacién en (95) se deriva del hecho de que la sucesién

B = ¢/ 2° Hyoi,(€) tiene el comportamiento asintStico
$p = O@EARY » 0o k=0,1,2,...,

y entonces

PNz, ¢) = 2 [O—"(f]—c) +0 (r"ﬁ)] , £=A4, z2=Cla, (102)
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Figura 16: Aproximacién (102) para n = 10. La linea discontinua representa Pl(é‘)(:c, R
la linea continua 2°C (&, C) /10!

parar — 09, uniformemente con respecto a 8. Por ello, el primer término de este desarrollo

es una buena aproximacién de los polinomios como se ilustra en la Figura 16.

A Tbmando limites en (102) obtenemos
) - . CuACY 1 cos @ "
L (A) = 2 et Tl A=l =
Jim, Re [Z B, ¢)] A, = ! (cos¢ - acos(2¢-)) , #=Cla (103)

3.3.3 TUN PARAMETRO LIBRE
Fijamos B = 1, C = a y resolvemos ¢; = 0 obteniendo
A=a(l~2rsin(¢+0)).
Expresamos ahéra la funcién f(z,w) de (94) como.

f(m,w) — ef¢x(iﬂ)+¢2(w)’

donde las funciones

di(w) = ic?log (1 —~ wei"’) —ie™? log (1 - we'i"’) + 2alog (1 - %) sin(¢ -+ 0,

’ | Pa(w) = —w—alog(l—%),

tienen los siguientes desarrolios de Maclaurin

br{w) = (%) {3_0:4 [—sin(¢ + 8).-1— asin(2¢ + 6)] +
420w [ sin(6 -+ 6) + asin(36+ ) + -},

1 1 1 1
do(w) = w? (E) (§a4 & gasw + ‘!—lla,?'uu2 + gaw3 + ) :

Por el Lema 2.1, tenemos que ¢x = O(r#/%) cuando r — oo, y considerando que 4 = Ofr)

concluimos en que ¢ = e/ z*H, .1 (£) tiene e} comportamiento asintético

¢ = O(Tﬂ”kﬂ]_k): T — 00, k= 0? 11 2> rery
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y por lo tanto,
PO, g) = St Lo (1) gy,

nl
para 7 — co uniformemente respecto a 6.

3.4 Polinomios de Jacobi en términos de polinomios de Charlier

Los polinomios de Jacobi P{#){z) estén definidos por la funcién generadora
2o+? v (ce,5) R p:
=3 PNy, R= I ewTar
R I (Y, :L;OPH {x)w™, 1-2zw+w? =zweC,
(104)
con o > —1y > 1. Siescribimos como en (56)
204-{-6 Bu B A
_ RO+ R—wpr(+Brwp  ° (r- 5v) Jww), (105)
con f definida en (60). El desarrollo (58) de los polinomios de Jacobi es
(o0, B) — o ul c_kon—k(éyo) — —
PP )= 2 2 pray AT £=A z=2DB (106)

donde los coeficientes ¢ se siguen de (60) con F(z, w) dada en (104).

3.4.1 DoS PARAMETROS LIBRES

B Fijamos C = B y resolvemos A y B con ¢; = 0 y ¢3 = 0. Obtenemos asi
1

4 =7

(4+0+8-2s(a - 6) + (-8 - 3(a +5)),

B

—zll(w—1)(4+a+,6+2(a-;3)+x(8+3(a+/3})).

Los primercs coeficientes ¢ estdn dados por’

1 5 -2 4 5
63=§+g+(—1'—§—1—'£;)$+(?"'§) 2+(§+ﬁ(a+ﬁ))$3’
c4_-é~+gz(~a+ﬁ)+15—6(—a+ﬁ)w+(—g—%(a+ﬁ})m2

+% (@=Bat+ (2+ g(a +6))s*

Estudiamos ahora el comportamiento asintético cuando a+3 —-00 con (o — 5)/(a + 3) —
0. De este modo, tenemos que la funcidn f(z,w) de (105) se puede expresar como

flz,w) = eﬁ¢1(x,W)+¢2(w,w):
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donde

b1z, w) = i—w(a: ~1)(6z +2) + 2log2 + }L(Sxﬂ — 2)log(1 - w) — log (R+ 1) — w?),

_3a—p) 3o — ﬁ)xz]
4

— 92
x <+ 2x° + 1

dolz,w) =w [—1 + (o — B) log 2+

+ [—1+23‘;2 + (ig—ﬂ(—l +2a:+3:cz)] log(l —w) —log R — (o — ) log (1 —w -+ R},
tienen un desarrollo de Maclaurin de la forma
1
- > YO 3 — 8% 4
dule,w) =w (48) [8 (1 — 32 — 32 + 50%) + 15w {1 — 62% + 52*) - ],

polz,w) = (9%) {(z—1)[80(~4+ (8+5(a — B))a + (16 + 5o~ 8)a?) +
+15w(e + 1) (=32 + (=7 + 20(a — B))z + (128 + 35(c ~ B))2®) + 1207 () + ]}

Por el Lema, 2.1, tenemos que ¢ = O{{a-+B)F¥) para a+5 — co y (a—8)/{a+8) —
0. La sucesién ¢y = ¢ /2" H,_x(£), tiene el comportamiento asintdtico

st:O((a'i'.@)lk/?’l_k)s ():—l—ﬁ—)OO, Z_—'B_“’Oa k=011321""

+ 8
fo que explica la naturaleza asintética de la representacién (108) para valores grandes de
a+ G
P8 (g} = 57 [Pcn(g; 9o ((a+ ,@)‘2)] , €=4, z2=C, (107)

7

para a4 8 = 00’y (@ — 8)/{c+ B).— 0. Por ello, el primer término de este desarrollo es

una buena aproximacién de los pelinomio como nos muestra la Figura 17.

22105

R i
HE R ;
H L 71. - L3y 0 - "
CYS .
Ll -2x10J p=100

Figura 17: Aproximacién (107) pars n = 10. La linea discontinua 1';apresenta Pfg"‘* )(a:, &),

la linea continua z'Cyo{€,C)/10!

Finalmente, tomando limites obtenemos
. _ . CL{AC) 1 ¢
m 7 pleB) () = ki it Rl AL B et P
a-&éi—‘oo(a_'- ‘B) P" (32) a-&}f}’w 7! nl (2) ) (108)

que ilustramos en la Figura 18
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-15

Figura 18: Limite (108) para diferentes o = 8 y 7 = 10 se representan (a-+ B) " Pl ()
y (z/2)/10L

3.4.2 UN PARAMETRO LIBRE

Fijamos B =1y C = a y resolvemos ¢; = () para obtener

A=—%a(2(x—l)—!—a—ﬁ+(a+,6)).

Los primeros coeficientes ¢, son

a=stm-gerf-po-0-(2-@-ptiers) te(1+ dorn)

Nuevamente, analizamos la naturaleza asintética para a+8 — co y (a—3)/(a+8) —

0. La funcién f(x, w) de {105) se puede escribir como

f(x, w) = eﬁ¢1<zsw}+¢2($.w),

donde las funciones

¢‘»1(a:, w) = 2log2+ axlog(l — %) - lo’é ((R + 1) - wz) ,

do(z,w) = —w+ (00— B)log2+ (3:~1+(C)[—_—@2M) log (1 ~ %)

~logR—(a— B)log(1—w+R),

tienen los siguientes desarrollos de Maclaurin

2

dy(zw) = % {—-24a5 + —d8atx + 7252 + w [(—323 ~ 48a%)z + 80a5m2} +

+w? [90° ~ 2407 — 90a%2® + 1050°] + .-},
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dolz,w) = %:5 {a5 [-—24 -3 —B) + 6(a — Pz + 24z” + (a - ﬁ)wg] +

+6a’ 2 — (0 — B) = (2+ (a — B))2] + w [8a® — 4a*(a - B) — 20°(a — B)+
+(.—8a3 — 240% — 4a*(a - B) — 6a%(0 — B))x + 6a°(a ~ Bl +

+ (320° + 10a%(c — ,6))3:3] ()b}

Por el Lema 2.1, concluimos que ¢x = O{e + B2}, Por tanto, la sucesién ¢, =

e/ 2" Hooi(£) tiene el comportamiento asintético
¢ = O((a+ By ¥AF), (a4 8) =0, k=012,
y para valores grandes de a + 3 la naturaleza asintética de (106), viene dada por
o Cr(€, -
Pede) = S Lo (s py),  e=a,

para (a -+ ) — oc.
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