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1. Aproximacion asintética de problemas de perturbacién sin-

gular con condiciones de contorno discontinuas

La resolucion efectiva de problemas de perturbacién singular constituye un tema de gran interés en
el ambito de la Matematica Aplicada, debido a su estrecha relacién con la modelizacién de una serie de
fenémenos fisicos, entre los que podemos senalar el transporte atmosférico o fluvial de contaminantes,
la teoria de la elasticidad o la teoria de semiconductores y transistores. La caracteristica fundamental
de esta clase de problemas radica en la diferente magnitud que tienen los coeficientes de la ecuacion en
derivadas parciales que rige el fenémeno, frente al coeficiente que acompana al término de mayor orden
de la misma, pardmetro de perturbacion singular, lo que provoca que en el caso limite, cuando dicho
coeficiente se anula, se produzca una reduccion del orden en dicha ecuacién. Esta reduccion del orden lleva
consigo la imposibilidad para la solucion del problema reducido de satisfacer alguna o todas las condiciones
de contorno que se imponen en el problema original. Por ello, para valores pequenos del parametro de
perturbacion, la solucién del problema presenta un caracter multi-escala, existiendo zonas del dominio de
integracién donde ésta varia de forma suave, y otras, de tamano generalmente reducido, que suelen situarse
junto a las fronteras, en las que el problema reducido no verifica las condiciones de contorno del original,
donde la variacion es muy rapida. Esta peculiaridad en el tipo de soluciones tedricas, hace pensar que, en
alguna medida, los métodos que empleemos para aproximarlas deberan presentar caracteristicas especiales,
que los hagan capaces de reflejar la forma de la soluciéon exacta, cualesquiera que sean los valores de los
parametros de perturbacién singular en el problema de contorno.

Dentro de los problemas de perturbacion singular, existe una gran cantidad de problemas en fisica,
ingenieria y otras ramas de las ciencias que vienen descritos por procesos de conveccion-difusién. Problemas
de este tipo aparecen frecuentemente en dindmica de gases y fluidos [8,17,26], transferencia de calor [2,3],
flujo hidrodindmico [5,20] u oceanografia [19]. Por ejemplo, la dindmica del movimiento de un contaminante
en un medio liquido o gaseoso viene descrito por ecuaciones de este tipo. Cuando la conveccién es muy
dominante frente a la difusién (baja difusividad del medio o corrientes convectivas muy fuertes), estas
ecuaciones sufren del fenémeno de perturbacion singular. Generalmente existen condiciones ambientales
que fijan el valor o la dindmica del contaminante en alguna regién (orillas de un rio, paredes de un almacén,
...) vy que se implementan en el problema matemético en forma de condiciones de contorno. Cuando esas
condiciones son discontinuas (los valores de la contaminacién sufren variaciones répidas en el contorno
de la regién donde se mueve el contaminante), aparece una segunda fuente de comportamiento singular
en la solucion de las ecuaciones. Disenar métodos analiticos que nos den la solucién de dichas ecuaciones
de forma aproximada ayudara a conocer la dindmica de esos contaminantes. La dificultad originada por
este tipo de discontinuidades es un tema de reciente interés. No existen, sin embargo, muchos resultados
tedricos ni numéricos sobre el estudio de problemas de perturbacion singular con condiciones de contorno
discontinuas. El efecto que estas discontinuidades tienen sobre el comportamiento singular de la solucién

ha constituido el tema central de esta linea de investigacién.
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Tal y como conjeturé N. Temme en [23,24] y ha quedado demostrado en [6,7,22], la representacién de
las soluciones de problemas de perturbacion singular en forma integral abre la extraordinaria posibilidad de
aplicar toda la maquinaria de aproximacién asintotica de integrales a problemas de perturbacién singular
definidos sobre dominios no acotados y de geometria sencilla (cuarto de plano, tira infinita, tira semiinfinita,

..). Por ejemplo, la solucién de un problema de conveccién-difusién en un cuadrante del plano con
coeficientes constantes singularmente perturbado y condiciéon Dirichlet discontinua puede expresarse en
forma integral. Entonces, métodos uniformes de aproximacion asintética permiten obtener el desarrollo
asintotico de la solucion en términos de la funcién de error mas una serie asintética en potencias del

pardmetro de la perturbacién [9,23]. Concretamente, el problema analizado en [9] es el siguiente:

—

—eAU+ T -VU =0, (2,y) € Q= (0,00) x (0,00),

N (F1)
U(x,0)=0,U(0,y) =1, U €C()ND*(Q),

donde el vector de conveccién = | T’ |(sen 3, cos 3) es un vector constante y Q; = Q; \ {(0,0)}. Observar
que el problema presenta una condiciéon de contorno tipo Dirichlet discontinua en la esquina del dominio
(0,0) (ver figura 1).
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Figura 1: Dominio € y condiciones de contorno en el problema (P).

Tras el cambio de variable U(z,y) = F(x,y)exp (v - 7 /(2¢)) donde 7 = (z,y), el problema (P;) se

transforma en la ecuacién de Helmholtz para F(z,y):

AF —w?F =0, (x,y) € N,

i (1)
F(z,0) = 0,F(0,y) = e-ve8, F e C(Qy) N D),

RN , . . . . o . . .

donde w = | v'|/(2¢) es el nuevo pardmetro asintético. Bajo ciertas condiciones acerca del crecimiento de

la funcién U(z,y) en infinito es posible demostrar que el problema anterior tiene solucién unica.
Aplicando la transformada seno en la variable y a la ecuacién (1), obtenemos una representacién integral

exacta para la funcion F(z,y) vélida para |3| < 7/2:
F(x y) 1 e ztycos,@ x4/ w2412 cos? 3 tdi
T ) o 2+ w?
Por tanto, la funcién Us(z,y) = e” 7/)F(z,y), con F(x,y) definida anteriormente, es la solucién de

(Py). Tras el cambio de variable ¢t cos § = wsinhu y usando coordenadas polares x = rcos ¢, y = rsin ¢

con 0 <r<ooy0<¢<m/2 lasolucion Us(z,y) viene dada por

e wr cosh(u—1i

Us(x,y) = .
sle:y) . sinh? u + cos? 3

ewr cos(B8—9) /OO i(7/2—8)) sinh u cosh udu (2)

)
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Restringiendo el valor del dangulo 8 a 0 < (8 < 7/2, se observa que los polos del integrando en (2)
estan situados en los puntos u = i(7/2 + ) + inm, n € Z. Si hacemos un desplazamiento en el camino de
integracion hasta Su = 7/2—¢, sélo atravesamos el polo u = i(7/2—3) si ¢ < [ y no cruzamos ningin polo
si ¢ > [ (ver figura 2). Por otra parte, la parte real del exponente viene dada por —rw cosh(Ru) sin(¢+SSu).
Usando ahora el teorema de los residuos de Cauchy y evaluando convenientemente los residuos, obtenemos

la siguiente representacion exacta para la soluciéon de nuestro problema

Us(x,y) = X(x/2) (8 — @+%wmmw¢(¢m (3)
donde
1 [ p— cosh ¢ SInh(t — i) cosh(t — ig)dt
Y e cos? 3 — cosh2(t —i¢)

Cuando ¢ = (3, esta integral debe ser entendida como valor principal.

I(r,¢,3) =

Im(u) A
 i(B+TT2)
» iTU2
y i(TV2-0)
» i(TV2-B)
> 0 -
Re(u)
$ i(p-2)

Figura 2: Polos del integrando en (2). Hay s6lo un polo simple situado entre Su = 0 and Su = 7/2: u = i(7/2—[3).

Para (z,y) € Qf (ver figura 3), las caracteristicas asintdticas de la integral (4) son: (i) la funcién de fase
cosht tiene un punto de silla correspondiente a d(cosht)/0t = 0 en ¢t = 0, (ii) los polos estan localizados
en cos(¢ + it) = cos 3, (iii) el polo t = i(¢ — ), que es el mas cercano al eje real, se aproxima al punto de
silla cuando ¢ — (3. La aproximacién asintotica de este tipo de integrales cuando w — oo viene dada por
la aplicacion de un método uniforme clésico aplicado a integrales en las que un polo y un punto de silla se

aproximan y usa la funcion de error como aproximante basico. Asi, la solucién se puede aproximar por

gwr(cos(5-0)-1)

Us(x,y) = Ug(z,y) + W—WU/;(T’ ), (5)
donde
Ug (2, y) = erfe[y/w(r —y)] (6)
y

Ud(z,y) = %erfc {Wsin <¥)}  0<B<n)2 (7)

La funcién Uj(r, ¢) admite el siguiente desarrollo asintético

I'(k+1/2)

CT ®

Us(r,¢) ~ > (=1)*Ti(o, )
k=0
donde los coeficientes Ty (¢, 3) son funciones regulares de r y ¢ para (r, ¢) € QF e independientes de w.
Usando el comportamiento asintético de la funcién de error complementaria y a partir de (5) y (8), se

tiene que Ug(x,y) = Up(x,y)(1 + O(yE)) cuando € — 07, 7 > 75 > 0 y por tanto, la aproximacién de



Problemas de perturbacion singular 4

"~

(00

-
X

Figura 3: Regién Q) = Q; \ D,,(0,0), donde D,,(0,0) denota el circulo de radio 79 > 0 y centro (0,0).
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Figura 4: Gréfica de la aproximacién de primer orden Ufr] ) 4(z,y) de la solucién de (Py) para e =0.1 and 3 = 7 /4.
El vector de conveccién v arrastra la discontinuidad de la condicién de contorno en (0,0) originando una capa

parabdlica a lo largo de la direccién .

primer orden viene dada por una funcion de error. Esta funcién de error presenta una capa limite interna
de anchura O(y/2) y lineas parabdlicas de ecuacién r — v - 7 = C - ¢ cerca de t v, t > 0 (ver figura 4).
Hemos obtenido resultados andlogos para una tira infinita [9], una tira semiinfinita [10] y un sector [11].
Estos resultados nos han hecho sospechar de un cierto caracter universal de la funcién de error como
aproximante asintotico basico en este tipo de problemas. Este tipo de resultados y el cardcter universal de
la funciéon de error como aproximante basico de problemas de conveccién-difusion con perturbacién singular
con condicién Dirichlet discontinua puede extenderse también a dominios finitos, mucho mas interesantes
desde un punto de vista practico, ya que es ahi donde estan definidos los problemas fisicos reales. La clave
en la obtencién de una solucién explicita en los problemas mencionados en el parrafo anterior [9-11,23,24]
es, ademas de ser problemas con coeficientes constantes, el caracter no acotado del dominio y su sencilla
geometria, que permiten la aplicacién de técnicas de transformadas integrales y de funcién de Green
para obtener una representacién explicita (mediante una integral) de la solucién. En el caso de dominios
finitos (de sencilla geometria) la situacién es distinta: lo esperable no es una representacién integral de
la solucién sino una representacion en serie de Fourier que, ademads, presente una convergencia lenta en
el limite asintético. Las técnicas asintdticas para series no estan tan desarrolladas como para integrales
y no esta claro que puedan aplicarse a esas series de Fourier para obtener el comportamiento asintético
de la solucién del problema de conveccion-difusion con perturbacion singular. Sin embargo, esa serie de
Fourier de convergencia lenta puede transformase en otra de convergencia rapida en el limite asintético
mediante la técnica de Poisson. Los sumandos de esta nueva serie son integrales y hemos obtenido que: i)
los primeros términos de la serie constituyen una buena aproximacién de la solucién y ii) dichos términos
(que son transformadas de Fourier) pueden aproximarse en el limite singular mediante las mismas técnicas

asintéticas que hemos usado en [9], [10] 6 [11]. Como habia ocurrido en los ejemplos anteriores, también
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en el caso del rectdangulo la funcién de error vuelve a aparecer como aproximante basico [13].

Pero mas todavia, la funcion de error, aproximante basico de la solucién en los problemas mencionados
anteriormente (dominios no acotados y acotados de geometria sencilla: cuarto de plano, tira infinita o
semiinfinita, sector, rectangulo, ...), es también el aproximante asintético en problemas definidos sobre
cualquier dominio regular (acotado o no acotado). Dado que dicha funcién de error resulta ser solucién
exacta de la ecuacién diferencial y verifica las condiciones de contorno de forma aproximada, la diferencia
entre la soluciéon exacta y dicha funcién de error es solucién de un problema eliptico con una condicién
Dirichlet exponencialmente pequena en el parametro singular. Por tanto, el principio del maximo nos
permite demostrar que la diferencia entre la solucién exacta y la funciéon de error es exponencialmente
pequena y, por tanto, dicha funcién de error es también aproximante béasico de la solucion del problema en
dominios regulares con cualquier tipo de geometria. El estudio de este tipo de problemas permite obtener
el desarrollo asintético de su solucién y entender el grado de universalidad de la funcién de error como
aproximante fundamental en problemas de conveccion-difusion singularmente perturbados con condiciones
de contorno discontinuas.

Los desarrollos asintéticos mencionados en los parrafos anteriores, sea cual sea el dominio del problema,
no son validos en las proximidades de la discontinuidad de la frontera. Tal y como hemos demostrado
en [9-11,13], en esas zonas se hace necesario un estudio asintético completamente diferente basado en la
técnica distribucional de Wong [27]. En esta zona el pardmetro asintético ya no es el pardmetro singular,
sino la distancia al punto de discontinuidad. Concretamente, para el problema (Py), el desarrollo asintético
dado en (8) no es vélido cuando r — 07. La aproximacién asintética de Ug(z,y) cerca del punto (0,0) y
con ¢ acotado (r — 07, & > gy > 0) requiere un andlisis completamente distinto. El cambio de variable

cosht =wu+ 1 en (4) en la integral I(r, ¢, 3) proporciona una representacién alternativa de la solucién de

la forma o
[<T7¢56) = € / einuf<u,¢’ ﬂ)du, (9)
0
donde 2 . 2
f(u, ¢, 8) = [008(2@) (1+ E) L o8 U—Q(:os ¢ Sii&),
con

sin(2¢) sin(2)
u%/l—l—%(l—i— 1J:f+) (1+ 1= S+) (1+ 1ts_ ) <1+ 17;_>

y s+ = cos(¢ = [3). Para obtener un desarrollo asintético uniforme de la integral I(r, ¢, 5) en (9) cuando

g(u) =

wr — 0% es necesario aplicar un método distribucional (Laplace cerca del origen [27, cap. 6, p. 321]). En

este caso

2
Us(r,) = 1= 22 4 T purteoto- 01731, ) (10)

™

donde
Vi log(rw)] (rw)~ 1, (11)

1o
U1 1 wr(l—cos(B— q5) E
57 9) rw (1—e" = k:‘

Vi =0 y los coeficientes Vi, y T} son funciones regulares de r y ¢.

De (10) y (11) se deduce que, cerca de la discontinuidad,

2
Ug(a:,y)—l——qb O(r), r— 0%, e>¢eo>0.
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Por tanto, la discontinuidad en (0, 0) es suavizada en sus proximidades por una funcién lineal del angulo

¢ entre 7 y el eje y independientemente de " (ver figura 5).

Figura 5: Gréfica de la aproximacién de primer orden, 1 — 2¢/m, de la solucién de (Pj) cerca del punto de
discontinuidad (0, 0) para ¢ =0.1 and § = 7 /4.

Un anélisis similar ha sido realizado sobre otros dominios no acotados y acotados, pero con condiciones
de contorno Dirichlet discontinuas en las derivadas (ver tabla 2). La diferencia principal entre los problemas
con discontinuidades de tipo C° y los problemas con discontinuidades de tipo C! radica en el hecho de que
las integrales que aparecen como solucién de estos tltimos problemas tienen la particularidad de poseer
polos dobles que se aproximan a un punto de silla, mientras que en el caso de discontinuidades de tipo
CY estos polos eran simples. Esta diferencia se traduce en que el aproximante bésico para este tipo de
problemas no es la funciéon de error, como sucedia en los problemas anteriores, sino la primera integral
iterada de la funcién de error [12].

Finalmente, y como un paso mas en el estudio de problemas de conveccion-difusién singularmente
perturbados con condiciones Dirichlet discontinuas, hemos analizado problemas similares pero en tres
dimensiones (ver tabla 3), muy poco estudiados hasta el momento. En este caso, la solucién exacta del
problema viene dada por una integral doble y no por una integral simple, como sucedia en el caso dos
dimensional. Usando el método del saddle point para integrales dobles se obtiene que el papel desempenado
por la funcién de error en el caso dos dimensional es reemplazado por una generalizacion de la funcion
de error [14]. Un método alternativo, basado en el conocimiento del comportamiento asintético de un
problema similar en dos dimensiones ha sido desarrollado en [15,16]. Alli se muestra que la principal
contribucion de los datos discontinuos a la forma de la solucion esta contenida en una combinacién finita
de productos de dos funciones de error.

La identificacion de la soluciéon aproximada de estos problemas como una combinacion de funciones
de error puede ser 1til en el diseno de métodos numéricos estables para un problema mas general. En la
construccién de mallas locales, los argumentos de estas funciones pueden dar una idea sobre el tamano y

localizacién de mallas refinadas [21].
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DoMINIOS

APROXIMANTE

GRAFICAS

una funcién de error

Y

p”

0

(2,0

1

(0 o

X

combinacién de
4 funciones de error,
func. exponenciales y

func. caracteristicas

T N
\\\\\l\l\l\\\\\\\l\\\\\\%m\\\|
il i

ll\\}‘\\}\ il

[
<
1

<Y

combinacién de
2 funciones de error,
func. exponenciales y

func. caracteristicas

Uy(x.y)

una funcién de error
y/o combinacién de

func. exponenciales

U=0 | B

U=0

combinacién de
3 funciones de error,
func. exponenciales y

func. caracteristicas

u=0

R
DR
Y
N
W

AN
‘“\\\\\\
B

u=0

Cuadro 1: Problemas de conveccién-difusion singularmente perturbados con condiciones de contorno discontinuas

en los datos Dirichlet.
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DoMINIOS APROXIMANTE GRAFICAS

Q una primitiva de

B la funcién de error: ierfe

Q, una primitiva de

y | B la funcién de error: ierfe

combinacién de

2 funciones ierfc y

func. exponenciales

o Q, combinacién de
©1)

2 funciones ierfc y

func. exponenciales

0,0 x

on @ combinacién de
5 funciones ierfc y

func. exponenciales

(@/2,0)
0,0 x/ITa 1xma (M@0)

Cuadro 2: Problemas de conveccién-difusion singularmente perturbados con condiciones de contorno discontinuas

en las derivadas.
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DoMINIOS APROXIMANTE GRAFICAS

u(x.y.2)
un producto de

dos funciones de error

z u(x,y,7)
combinacion de

A0 2 110 4 productos de RN

N
. N\

z IR
1 N
. 1 N

W
: N
] < - v dos funciones de error R
(0 T

. combinacién de Loy D)

(mon 4 productos de

(ra,mi{r)

(00,0 (0mb,0)

dos funciones de error

(ma,,0)

Cuadro 3: Problemas de conveccién-difusién tres dimensionales singularmente perturbados con condiciones de

contorno discontinuas.
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