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Desarrollos y ĺımites en términos de niveles inferiores

El objetivo es obtener desarrollos asintóticos de los polinomios de los niveles superiores en términos

de los polinomios de niveles inferiores:

• Laguerre y Charlier → Hermite

• Meixner-Pollaczek, Jacobi, Meixner, Krawtchouk → Laguerre, Charlier y Hermite

• Continuous Dual Hahn, Continuous Hahn, Hahn, Dual Hahn → Meixner-Pollaczek, Jacobi,...,

Hermite

• Wilson y Racah → Continuous Dual Hahn, Continuous Hahn, ..., Hermite

Además, esta aproximación la construiremos de forma que alguno/os de los parámetros del poli-

nomio de nivel superior, sea el/los parámetros asintóticos (valores grandes, o pequeños). A partir de

la aproximación asintótica, podremos extraer ĺımites (algunos conocidos) de utilidad.

La obtención de estos desarrollos asintóticos se basa en el conocimiento de la función generadora

de los polinomios, y por ello, se diferencia de otras técnicas, algunas más sofisticadas, presentadas por

otros autores como Godoy, Ronveaux, Zarzo, Area, Rui, Wong y Frenzen



Ejemplo: polinomios de Meixner en términos de Charlier

Veamos un ejemplo de aproximación:

Meixner → Charlier

Se tiene la siguiente relación asintótica para β grande:

Mn(x, β, c) =
Bnn!

(β)n

n∑
k=0

ck
Bk

Cn−k(X, A)

(n− k)!

¿Cuál es el carácter asintótico de la sucesión anterior?:
ck
Bk

Cn−k(X, A) = O(βn−k), β →∞

A partir del desarrollo, obtenemos el siguiente ĺımite:

lim
β→∞

Mn

(
x, β,

a

a + β

)
= Cn(x, a)
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Explicación de la técnica

Supongamos que queremos obtener la aproximación de un polinomio
de nivel superior (sea por ejemplo Wilson) con respecto a uno de nivel
inferior.

A partir de la función generadora (F (x, w)) de cada polinomio (pn(x)),
utilizando la fórmula integral de Cauchy para los elementos de la serie
tenemos:

• Polinomio de tipo Wilson (nivel superior):

pw
n(x) : Fw(x, w) =

∞∑
n=0

pw
n(x)wn → pw

n(x) =
1

2πi

∫
C

Fw(x, w)
dw

wn+1

• Polinomio de un nivel inferior (denominamos aproximante básico):

pinf
n (x) : F inf(x, w) =

∞∑
n=0

pinf
n (x)wn → pinf

n (x) =
1

2πi

∫
C

F inf(x, w)dw

wn+1



Explicación de la técnica

La idea es establecer una relación entre las funciones generadoras de
ambos polinomios:

“matching”: Fw(x, w) = F inf(param(x), w)f (x, w)︸ ︷︷ ︸
anaĺıtica como función de w ∼

(
c0(x) + c1(x)w + c2(x)w2 + ...

)
︸︷︷︸
= 1

Una vez que tenemos esta relación, la utilizamos en la construcción
de los polinomios pw

n(x), lo que nos llevará a una relación entre pw
n(x)

y pinf
n (x), que es lo que buscamos.



Explicación de la técnica

Aśı,

pw
n(x) =

1

2πi

∫
C

Fw(x, w)
dw

wn+1
=

1

2πi

∫
C

F inf(param(x), w)
f (x, w)

wn+1
dw

=
1

2πi

∫
C

F inf(param(x), w)

(
1 + c1(x)w + c2(x)w2 + ...

)
wn+1

dw

=
1

2πi

∫
C

F inf(param(x), w)
(1 + c1(x)w + ... + cn(x)wn)

wn+1
dw

=

n∑
k=0

ck(x)

[
1

2πi

∫
C

F inf(param(x), w)
dw

wn+1−k

]
c.v.

pw
n(x) ≈

n∑
k=0

ck(x)
{

pinf
n−k(param(x))

}



Propiedades asintóticas

Llegados a este punto, debemos hacer dos consideraciones:

• ¿Cómo realizamos este “matching” entre las funciones generadoras?

Fw(x, w) = F inf(param(x), w)f (x, w)

? Veremos que depende de F inf(x, w)

• ¿Cuáles son las propiedades asintóticas de los coeficientes ck?

pw
n(x) ≈

n∑
k=0

ck(x)
{

pinf
n−k(param(x))

}
? Estableceremos éstas en un lema

Como ejemplo vamos a obtener las relaciones entre los polinomios de
Wilson y algunos de los niveles inferiores.



¿Cómo realizamos este “matching” entre las funciones generadoras?
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¿Cómo realizamos este “matching” entre las funciones generadoras?

Desarrollo en términos de polinomios de Hermite

F inf(x, w) = e2xw−w2

Fw(x, w) = e2BXw−B2w2
f (x, w)

donde X y B son parámetros a determinar, ¿cómo?

Fw(x, w) = e2BXw−B2w2
(
1 + c1(x)w + c2(x)w2 + ...

)
1+pw

1 (x)w+pw
2 (x)w2+... = e2BXw−B2w2

(
1 + c1(x)w + c2(x)w2 + ...

)
? elección de X y B ⇒ requerimos c1 = c2 = 0

B =

√
1

2
(pw

1 (x))2 − pw
2 (x), X =

pw
1 (x)

2B
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¿Cómo realizamos este “matching” entre las funciones generadoras?

Desarrollo en términos de polinomios de Laguerre

F inf(x, w) = (1− w)−α−1e
xw

w−1

Fw(x, w) = (1− w)−X−1e
Aw
w−1f (x, w)

donde A y X son parámetros a determinar, ¿cómo?

Fw(x, w) = (1− w)−X−1e
Aw
w−1

(
1 + c1(x)w + c2(x)w2 + ...

)
1 + pw

1 (x)w + ... = (1− w)−X−1e
Aw
w−1 (1 + c1(x)w + ...)

? elección de A y X ⇒ requerimos c1 = c2 = 0

A = pw
1 (x) + (pw

1 (x))2 − 2pw
2 (x), X = A + pw

1 (x)− 1



¿Cómo realizamos este “matching” entre las funciones generadoras?

Desarrollo en términos de polinomios de Charlier

F inf(x, w) = ew
(
1− w

a

)x

Fw(x, w) = eAw(1− w)Xf (x, w)

donde A y X son parámetros a determinar, ¿cómo?

Fw(x, w) = eAw(1− w)X
(
1 + c1(x)w + c2(x)w2 + ...

)
1+pw

1 (x)w+pw
2 (x)w2+... = eAw(1−w)X

(
1 + c1(x)w + c2(x)w2 + ...

)
? elección de A y X ⇒ requerimos c1 = c2 = 0

A = pw
1 (x) + (pw

1 (x))2 − 2pw
2 (x), X = A + pw

1 (x)
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¿Cómo realizamos este “matching” entre las funciones generadoras?

Desarrollo en términos de polinomios de
Meixner−Pollaczek

F inf(x, w) = (1− eiφw)−λ+ix(1− e−iφw)−λ−ix

Fw(x, w) = (1− eiAw)−C+iX(1− e−iAw)−C−iXf (x, w)

donde A, C y X son parámetros a determinar, ¿cómo?

Fw(x, w) = (1− eiAw)−C+iX(1− e−iAw)−C−iX (1 + c1(x)w + ...)

1+pw
1 (x)w+... = (1−eiAw)−C+iX(1−e−iAw)−C−iX (1 + c1(x)w + ...)

? elección de A, C y X ⇒ requerimos c1 = c2 = 0 y A 6= kπ constante

C =
1

2

[
2pw

1 (x) cos A + (pw
1 (x))2 − 2pw

2 (x)
]
, X = ...
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¿Cómo realizamos este “matching” entre las funciones generadoras?

Desarrollo en términos de polinomios de Continuous
Dual Hahn

F low(x, w) = (1− w)−c−ix
2F1

(
a + ix b + ix

a + b

∣∣∣∣w)
Fw(x, w) = (1− w)−C−iX

2F1

(
A + iX B + iX

A + B

∣∣∣∣w) f (x, w)

donde A, B, C y X son parámetros a determinar, ¿cómo?

1 + pw
1 (x)w + ... =

(1− w)−C−iX
2F1

(
A + iX B + iX

A + B

∣∣∣∣w) (1 + c1(x)w...)

? elección de A, B, C y X ⇒ requerimos c1 = c2 = 0 y C, X constantes

A = ...., B = ...



¿Cuáles son las propiedades asintóticas de los coeficientes ck?

Estas propiedades las resolvemos con el siguiente Lema:

Si
φ(w) = µsωm(a0 + a1w + a2w

2 + ...),

con a0 6= 0, ak = O(1) y µ→∞ el parámetro asintótico.

Entonces, los coeficientes de la serie

f (w) = eφ(w) =

∞∑
k=0

ckw
k

 por ejemplo

hermite

Fw(x, w) = eAw−Bw2
f (x, w)

f (x, w) = e−Aw+Bw2+log Fw(x,w)


tienen el siguiente orden:

c0 = 1, ck = 0, k = 1, 2, . . . ,m−1, ck =

{
O
(
µ[sk/m]

)
, s > 0

O (µs) , s ≤ 0



Comprobación numérica: tablas de resultados

Continuous
Dual Hahn HahnContinuous

Hahn
Dual Hahn

n , x , a , b , c n , x , a , b , c n , x , λ ,  δ, Νn , x , α , β , N

Laguerre Charlier

Hermite

n , x ,�α n , x , a

n , x

3F2

2F0

1F1

Meixner-
Pollaczek MeixnerJacobi Krawtchouk
n , ξ , φ , λ n , x , α , �β n , x, p, Nn , x ,  β, c

Wilson Racah
n , x , a , b , c, d n , x , α , β ,  γ,δ

2F1

4F3



Wilson → Hermite
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Wilson → Hermite

•Wilson → Hermite para valores grandes de a, b, c y d

Wn(x2; a, b, c, d)

(a + b)n(c + d)nn!
=

n∑
k=0

ck(x)

Bk−n(n− k)!
Hn−k (X)

ck(x)

Bk−n(n− k)!
Hn−k (X) = O

(
a
n+
[
k
3

]
−k

)
a ∼ b ∼ c ∼ d

¡ĺımite nuevo!

lim
a→∞

Wn
(
ξ2; a, b, c, d

)
(a + b)n(c + d)nB(ξ)n

= Hn(−x) = (−1)nHn(x)

ξ = g(x; a, b, c, d)



Wilson → Hermite
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Wilson → Laguerre and Charlier
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Wilson → Laguerre

•Wilson → Laguerre para valores grandes de a, b, c y d

Wn(x2; a, b, c, d)

(a + b)n(c + d)nn!
=

n∑
k=0

ck(x)LX
n−k(A)

ck(x)LX
n−k(A) = O

(
an+[k3 ]−k

)
a ∼ b ∼ c ∼ d



Wilson → Laguerre
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a = b = c = d x0 x1 x2 x3 x4 x5
10 0.04 0.002 0.003 0.006 0.004 0.05
50 0.004 0.0002 5.e-5 0.0004 0.0003 0.004
100 0.001 9.e-5 8.e-6 0.0001 0.0001 0.001



Wilson → Charlier

•Wilson → Charlier para valores grandes de a, b, c y d

Wn(x2; a, b, c, d)

(a + b)n(c + d)nn!
=

n∑
k=0

ck(x)An−k

(n− k)!
Cn−k (X, A)

ck(x)An−k

(n− k)!
Cn−k (X, A) = O

(
a
n+
[
k
3

]
−k

)
a ∼ b ∼ c ∼ d



Wilson → Charlier
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90 100 110 120

a=b=c=d=100

960 980 1000 1020 1040 1060

a=b=c=d=1000

a = b = c = d x0 x1 x2 x3 x4 x5
10 0.09 0.03 0.07 0.06 0.01 0.1
100 0.01 0.003 0.008 0.007 0.002 0.01
1000 0.001 0.0002 0.0008 0.0008 0.0002 0.001



Wilson → Meixner-Pollaczek

Continuous
Dual Hahn HahnContinuous

Hahn
Dual Hahn

n , x , a , b , c n , x , a , b , c n , x , λ ,  δ, Νn , x , α , β , N

Laguerre Charlier

Hermite

n , x ,�α n , x , a

n , x

3F2

2F0

1F1

Meixner-
Pollaczek MeixnerJacobi Krawtchouk
n , ξ , φ , λ n , x , α , �β n , x, p, Nn , x ,  β, c

Wilson Racah
n , x , a , b , c, d n , x , α , β ,  γ,δ

2F1

4F3



Wilson → Meixner-Pollaczek

•Wilson → Meixner-Pollaczek para valores grandes de a, b, c y
d

Wn(x2; a, b, c, d)

(a + b)n(c + d)nn!
=

n∑
k=0

ck(x)PC
n−k (X ; A) , A 6= kπ const

ck(x)PC
n−k (X ; A) = O

(
a
n+
[
k
3

]
−k

)
a ∼ b ∼ c ∼ d



Wilson → Meixner-Pollaczek

7.5 10 12.5 15 17.5 20

-1.5

-1

-0.5

0.5

1

1.5

a=b=c=d=10

90 100 110 120

a=b=c=d=100

960 980 1000 1020 1040 1060

a=b=c=d=1000

a = b = c = d x0 x1 x2 x3 x4 x5
10 0.02 0.06 0.08 0.06 0.001 0.1
100 0.007 0.004 0.008 0.007 0.001 0.01
1000 0.0009 0.0003 0.0008 0.0007 0.0002 0.001



Wilson → Continuous Dual Hahn

Continuous
Dual Hahn HahnContinuous

Hahn
Dual Hahn

n , x , a , b , c n , x , a , b , c n , x , λ ,  δ, Νn , x , α , β , N

Laguerre Charlier

Hermite

n , x ,�α n , x , a

n , x

3F2

2F0

1F1

Meixner-
Pollaczek MeixnerJacobi Krawtchouk
n , ξ , φ , λ n , x , α , �β n , x, p, Nn , x ,  β, c

Wilson Racah
n , x , a , b , c, d n , x , α , β ,  γ,δ

2F1

4F3



Wilson → Continuous Dual Hahn

•Wilson → Continuous Dual Hahn para valores grandes de a,
b, c y d

Wn(x2; a, b, c, d)

(a + b)n(c + d)nn!
=

n∑
k=0

ck(x)
Sn
(
X2; A, B, C

)
(A + B)n−k(n− k)!

, C, X const

ck(x)
Sn
(
X2; A, B, C

)
(A + B)n−k(n− k)!

= O

(
a
n+
[
k
3

]
−k

)
a ∼ b ∼ c ∼ d
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