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La tabla completa de Askey

Informacion en http://aw.twi.tudelft.nl/koekoek /askey

3F2

2F1

F Wilson Racah
ar3 | n x,a,b,cd n,x,o, B, 7,0
Continuous Continuous

| Hah Hahn Dual Hahn
Dual Hahn Hahn
n,X,a,b,C n’X’a’b’C n’X’(X’B’N n,X,}\./, S,N
Meixner- Jacobi Mei
Pollaczek eixner Krawtchouk
nlg’q),}\’ n,XIOC,B n,X,B,C n’X,p'N

Laguerre Charlier
11 n, x,o n,x,a
Hermite

2Fo n, X




El objetivo es obtener desarrollos asintéoticos de los polinomios de los niveles superiores en términos
de los polinomios de niveles inferiores:

e Laguerre y Charlier — Hermite
e Meixner-Pollaczek, Jacobi, Meixner, Krawtchouk — Laguerre, Charlier y Hermite

e Continuous Dual Hahn, Continuous Hahn, Hahn, Dual Hahn — Meixner-Pollaczek, Jacobi,...,
Hermite

e Wilson y Racah — Continuous Dual Hahn, Continuous Hahn, ..., Hermite

Ademas, esta aproximacion la construiremos de forma que alguno/os de los pardmetros del poli-
nomio de nivel superior, sea el/los parametros asintoticos (valores grandes, o pequenos). A partir de
la aproximacion asintdtica, podremos extraer limites (algunos conocidos) de utilidad.

La obtencion de estos desarrollos asintoticos se basa en el conocimiento de la funcién generadora
de los polinomios, y por ello, se diferencia de otras técnicas, algunas mas sofisticadas, presentadas por
otros autores como Godoy, Ronveaux, Zarzo, Area, Rui, Wong y Frenzen



Veamos un ejemplo de aproximacion:

Meixner — Charlier

Se tiene la siguiente relacion asintotica para 3 grande:

B B"n/ - Cl. Cn—k(Xa A)
Mn(l'aﬁa C) — (6)% ;)Bk (TL - k)'

;. Cual es el caracter asintotico de la sucesion anterior?:

O kl(X,A) = 05" F), - o

A partir del desarrollo, obtenemos el siguiente limite:

lim M, (x,ﬁ, - ) = Cp(x,a)

—00 CL"‘ﬁ



3F2

2F1

F Wilson Racah
4r3 n,X,a,b,C,d n,x, o, BIY’S
Hahn Dual Hahn

Dual Hahn Hahn
n,X,a,b,C n,X,a,b’C n’X’a’B’N n,X,?\;, 8,N
Meixner- Jacobi Mei
Pollaczek eixner Krawtchouk
n’&’q)’?\' n,XIOC,B n,X, B,C n,X,p’N

Laguerre Charlier

1F1 n, x,o n,x,a

2Fo

1999



3F2

2F1

F Wilson Racah
ar3 n,X,a,b,C,d n,x, o, BIY)S
Continuous ;
S Continuous Hahn Sl el
ual Hahn Hahn
n,X,a,b,C n,X,a,b’C n’X’(x’B’N n,X,?\;, S,N
Meixner- . )
b Jacobi Meixner Krawtchouk
Pollaczek n,x, o, B
n,&,0,A X, O n.x, Bc n,xp,N
Charlier
1F1 nxa

2Fo

2000

1999



3F2

2F1

F Wilson Racah

ar3 n,X,a,b,C,d n,x, o, BIY)S

ContinUOUS Continuous Hahn D IH h

Dual Hahn Hahn \ uatHann
n,X,a,b,C n,X,a’b’C n’X’(x’B’ nlxl?\‘l S,N
Meixner- .

Pollaczek Jacobi Meixner Krawtchouk 2003
nla’q),}\d nlxla,B n,x, B,C nlxlp’N

1F1

2Fo

2000

1999



3F2

2F1

F Wilson Racah
ar3 n,X,a,b,C,d n,x, o, BIY)S
ContinUOUS Continuous

Hahn
Dual Hahn Hahn \ Dual Hahn 2006
n,x,a,b,c n,x,a,b,c n,x,o,pB, n,x,A, 6,N
Meixner- :
Pollaczek Jacobi Meixner Krawtchouk 2003
n/i,q),}\f nlxla,B n,x, B,C nlxlp’N

1F1

2Fo

2

1

000

999



3F2

2F1

Wilson Racah
4F3 | hx,a,b,cd n,x,a, B, 1. 2008-09
Hahn

Dual Hahn Hahn \ Dual Hahn 2006
n,x,a,b,c n,x,a,b,c n,x,o,pB, n,x,A, 6,N
Meixner- .
Pollaczek Jacobi Meixner Krawtchouk 2003
n/i,q),}\f nlxla,B n,x, B,C nlxlp’N

1F1

2Fo

2

1

000

999



Explicacion de la técnica

Supongamos que queremos obtener la aproximacion de un polinomio

de nivel superior (sea por ejemplo Wilson) con respecto a uno de nivel
inferior.

A partir de la funcién generadora (F'(x, w)) de cada polinomio (py(x)),
utilizando la formula integral de Cauchy para los elementos de la serie
tenemos:

e Polinomio de tipo Wilson (nivel superior):

1 dw
pi(r) - F¥(r,w) = an ot = i) = 5 [ P

271

e Polinomio de un mvel inferior (denominamos aproximante basico):

inf
inf mf inf inf . 1 M (wi)dw
pii(r) - FY () §jp o = ple) = 5 | T




Explicacion de la técnica

La idea es establecer una relacion entre las funciones generadoras de
ambos polinomios:

“matching”: FY (2, w) = F™(param(z), w) f(z, w)

N——
analitica como funcién de w ~ (co(z) + c1(x)w + eo(z)w? + ...)
"~
=1
Una vez que tenemos esta relacion, la utilizamos en la construccion
de los polinomios py(x), lo que nos llevara a una relacién entre py' ()

y pfi,?f(x), que es lo que buscamos.



Explicacion de la técnica

Asi,

1 dw 1 flx,w)

W _ W _ inf
) = 5 | PV = o | P (), 0) D

1 .
= — | F"(param(z), w

) (1+ e1(x)w + co(@)w? + ...)
- 2mi o

wn+1

dw

1 :
_ me

n
1 - dw
— ch(x) [%/Cme(param(x),w)wnH_k] C.V.
k=0

n

pr(e) ~ Y eplx) { it g(param(z)) |

k=0

(14 ci(x)w + ... + ep(x)w™)
wnt1

dw




Propiedades asintoticas

Llegados a este punto, debemos hacer dos consideraciones:

e ; Como realizamos este “matching” entre las funciones generadoras?

F¥(z,w) = F™(param(z), w) f(z, w)

* Veremos que depende de F inf(:z:, w)

e ; Cuadles son las propiedades asintéticas de los coeficientes c;.”

n

pr(2) ~ Y cplw) { i g(param(z)) |
k=0
x Estableceremos éstas en un lema

Como ejemplo vamos a obtener las relaciones entre los polinomios de
Wilson y algunos de los niveles inferiores.



3F2

2F1

F Wilson Racah
431 n,x,a,b,cd n,x,o, B, 70
Continuous Continuous
Hahn Dual Hahn

Dual Hahn Hahn
n,x,a,b,c n.x.a.b,c n,x,o,B,N n,x,\, 8N
Meixner- Jacobi Mei
Pollaczek nox,a. B eixner Krawtchouk
n,&,0,A 1R n,x, B,c n,xp,N

Laguerre Charlier

1F1 n, x,o n,x,a

2Fo N, X

Hermite




3F2

2F1

F Wilson Racah
4r3 n,X,a,b,C,d n,x, o, BIY’S
Continuous Continudus
Dual Hahn Hahn Hahn Dual Hahn
n,x,a,b,c n.x.a.b\c n,x,o,B,N n,x,A, 8N
Meixner- :
Pollaczek Jacobi Meixner Krawtchouk
RN n,x,a, B n,x, B,c n,xp,N

F Laguerre Charlier

1 n, x,o n,x,a
Hermite
2Fo N, X




2,,,2
FY(r,w) = 28X B (1 )

donde X y B son parametros a determinar, ;como?

2,2
FY(z,w) = 2BAw=Bw (1 + e (2)w + ep(z)w? + )

_ 2BXw—B*w’ (

14+p¥ (2)w+pY (2)w+... 1+ c1(2)w + ep(2)w” + )

* eleccion de X y B = requerimos ¢y = ¢ =0

B = \/%(pﬁv(ﬁ))z —py(z), X = p‘gg)




3F2

2F1

F Wilson Racah
431 n,x,a,b,cd n,x,o, B, 70
Continuous Continuous
Hahn Dual Hahn

Dual Hahn Hahn
n,x,a,b,c n.x.a.b,c n,x,o,B,N n,x,\, 8N
Meixner- Jacobi Mei
Pollaczek nox,a. B eixner Krawtchouk
n,&,0,A 1R n,x, B,c n,xp,N

Laguerre Charlier

1F1 n, x,o n,x,a

2Fo N, X

Hermite




3F2

2F1

F Wilson Racah
a3 1 n x,a,b,cd n,x,o, B, 79
\

Continuous Contihuous
Dual Hahn Hahn Hahn Dual Hahn
n,x,a,b,c n,xb.b,c n,x,o,p,N n,x,A, 6,N
Meixner- .
Pollaczek Jacpbi Meixner Krawtchouk
n’E-,,q),}\' n,X,OC,B n,X, B,C n’X’p’N

F Laguerre Charlier

1F1 n, x,o n,x,a
Hermite
2Fo N, X




Aw

F¥(z,w) = (1 — w) ™ LewT f(z, w)

donde A v X son parametros a determinar, jcomo?

FY¥(z,w) = (1 —w) ™ lew-1 (1 + ey (2)w + ep(z)w? + )

Aw
14+ pV (2w =+ ... = (1 —w) " Lew—T (1 + ¢ (@)w =+ ...)

* eleccion de A v X = requerimos ¢y = ¢9 = 0

A=pi (@) + (oY (0)* = 2p8 (2), X = A+pi(z) -1



F¥(z,w) = e™(1 — w)™ f(z, w)

donde A v X son parametros a determinar, jcé6mo?

F¥(z,w) = e (1 — w)* (1 + ey (2)w + ep(2)w? + )

14+p¥ (2)w+pY (2)w+... = e (1—w)™* (1 + e (2)w + eo(z)w? + )

* eleccion de A v X = requerimos ¢y = ¢9 = 0

A=pl() + (' (2))” = 25 (), X = A+pi(a)



3F2

2F1

F Wilson Racah
431 n,x,a,b,cd n,x,o, B, 70
Continuous Continuous
Hahn Dual Hahn

Dual Hahn Hahn
n,x,a,b,c n.x.a.b,c n,x,o,B,N n,x,\, 8N
Meixner- Jacobi Mei
Pollaczek nox,a. B eixner Krawtchouk
n,&,0,A 1R n,x, B,c n,xp,N

Laguerre Charlier

1F1 n, x,o n,x,a

2Fo N, X

Hermite




3F2

2F1

F Wilson Racah
ar3 1 n x.a,b,cd n,x, o, B, 70
Continuous Y Continuous
Dual Hahn / Hahn Hahn q Dual Hahn
n,x,a,b,c/ n,x,a,b,c n,x,o,pB, n,x,A, 6,N
Meixner- )
Jacobi Meixner Krawtchouk

Pollaczek n,x, o, P n,x, B,c N
n,&,0,A X0 Pr n,Xp,

Laguerre Charlier

1F1 N X0 oot
Hermite
2Fo N, x




Desarrollo en términos de polinomios de
Meixner—Pollaczek

donde A, C' y X son parametros a determinar, jcémo?
F¥(z,w) = (1 — )6 X1 — e 40) =X (1 4 oy (0w + ...)
1+pY (2)w+... = (1—edw) T8 (1—e ™)== (1 4 ¢ (2)w + ...)

* eleccion de A, C'y X = requerimos ¢y = ¢co = 0y A # kn constante

C = {Qp‘{v(x) cos A + (pV(z))* — ng(x)} X =

1
2



3F2

2F1

F Wilson Racah
431 n,x,a,b,cd n,x,o, B, 70
Continuous Continuous
Hahn Dual Hahn

Dual Hahn Hahn
n,x,a,b,c n.x.a.b,c n,x,o,B,N n,x,\, 8N
Meixner- Jacobi Mei
Pollaczek nox,a. B eixner Krawtchouk
n,&,0,A 1R n,x, B,c n,xp,N

Laguerre Charlier

1F1 n, x,o n,x,a

2Fo N, X

Hermite




3F2

2F1

F Wilson Racah
ar3 1 n x.a,b,cd n,x,o, B, 7,0
Dual Hahn Hahn Hahn Dual Hahn
n,x,a,b,c n,x,a,b,c n,x,o,B,N n,x,A, 0,N
Meixner- )
Pollaczek nJaCOb' Meixner Krawtchouk
n’E-,,q),}\' X, 00, B n,x, B,C n’X’p’N

F Laguerre Charlier

11 n, x,o n,x,a

Hermite
2Fo N, X




Desarrollo en términos de polinomios de Continuous

Dual Hahn

a+i1r b4+ix

low (1 _ .\ —Cc—ix
Fo%r,w) = (1 —w) 2F1< "

o)
w) fle.w

donde A, B, C' y X son parametros a determinar, ;como?

1+ pl(0)w+ ... =

O A+1X B+:1X
(1 — w) ¢ ZX2F1 ( A+ B 'w> (1 —I—Cl(ZE)w...)

* eleccion de A, B, C'y X = requerimos ¢; = co = 0y C, X constantes

A=.. B=..



Eistas propiedades las resolvemos con el siguiente Lema:

Si

d(w) = p*w™(ag + ayw + asw” + ...),

con ag # 0, ap. = O(1) y p — oo el parametro asintotico.

Entonces, los coeficientes de la serie

Aw—Bw?
o(w) = k por ejemplo FW(CE’ w> =T f(aja UJ)
f(w) = e — Z CLW I i Q_H FW( >
k=0 f(x,w) — e w w”—+l1og T, W

tienen el siguiente orden:

[Sk/m])
CO:lackzoak:LQ,...,m—l’ Ck{o('u 75>O



Comprobacion numérica: tablas de resultados

F Wilson Racah
31 n x,a,b,cd n,x,d, B, V.0
Continuous Continuous
3F>| Dual Hahn Hahn Hahn \ Dual Hahn
n,x,a,b,c n,x,a,b,c n,x,o,pB, n,x,A, 6,N
Meixner- ) )
2F1 Jacobi Meixner Krawtchouk
Pollaczek nx, o, B
n,&,0,A AR n,x, p,c n,xp,N
Laguerre Charlier
1F1 n, x,o n,x,a
Hermite
2Fo N x




Wilson — Hermite

F Wilson Racah
4F3 1 n.x,a,b,cd n,x,o, B, 70
Continuous Continudus g T
3F2| Dual Hahn Hahn ann \ ual Hanhn
n,X,a,b,C n’X’a,b C n’X’a’B’ nIXI7\«I 67N
Meixner- .
2F1 Jacobi Meixner Krawtchouk
Pollaczek n,x, o, B
n,&,0,A 5 g 1y n,x, Bc n,xp,N
Laguerre Charlier
1F1 n, x,o n,x,a
Hermite
2Fo N, X




Wilson — Hermite

e Wilson — Hermite para valores grandes de a, b, ¢y d

n

Wa(z%a,b,c,d) cp ()
(@a+b)p(c+d)pn! )3 By, — k>!Hn—/€ (X)

k=0

Cr.(x nt | Bl _
Bknk((n)k)[an(X)O<a +M k) a~b~cr~d

ilimite nuevo!

. Wh (€2§aabacad) . N 1\
A G bhe T dpBlen - nlmr) = (21 Ha(z)

¢ =g(rya,b,c,d)



Wilson — Hermite

a=b=c=d=10 a=b=c=d=100 a=b=c=d=1000

1 7 X5 \5 175 20 \\\VAW@\\ 12p \\Wg}wl/m\w//[m

D
T
\

(62 I =N O

a=b=c=d| x x1 9 3 T4 x5
10 0.15 ] 0.058 | 0.13 | 0.12 | 0.025 | 0.19

100 0.02 | 0.01 | 0.02 | 0.015 | 0.004 | 0.02
1000 0.00210.00050.00210.0015 0.0004 | 0.002




3F2

2F1

F Wilson Racah
a3 1 n x,a,b,cd n,x,o, B, 79
\

Continuous Contihuous
Dual Hahn Hahn Hahn Dual Hahn
n,x,a,b,c n,xb.b,c n,x,o,p,N n,x,A, 6,N
Meixner- .
Pollaczek Jacpbi Meixner Krawtchouk
n’E-,,q),}\' n,X,OC,B n,X, B,C n’X’p’N

F Laguerre Charlier

1F1 n, x,o n,x,a
Hermite
2Fo N, X




W”SOH — Laguerre

e Wilson — Laguerre para valores grandes de a, b, cy d

WTZ(:IjQ;aa ba C, d) o & X
(a+ b)plc+d)pn! l;) cp() Ly (A)
Ck(z)Li(—/AA) =0 (Clnﬂ%]_k) a~b~c~d



Wilson — Laguerre

Ul = ul

a=b=c=d=50

/AN

AN

a=b=c=d=100

N2

[
O

Ul
1NN

)\/5 5_/'55 \60

55 v N 1iA\

a=b=c=d| x x1 9 x3 T4 x5
10 0.04 | 0.002 [0.003| 0.006 | 0.004 | 0.05
50 0.004 1 0.0002 | 5.e-5 | 0.0004 | 0.0003 | 0.004
100 0.001| 9.e-5 | 8.e-6 |0.0001|0.0001 | 0.001

120




Wilson — Charlier

e Wilson — Charlier para valores grandes de a, b, cy d

W xz;a,b,c,d B e () AnF
n( ) Z k< ) On—k (X7A>

(a+b)p(c+ dun! " (n — k)l

el n—=k
k(; >_Ak>! C (X, A)=0 <a

ol

nt |

}k> a~b~c~d



Wilson — Charlier

1j\\//\ \\ 3 B
W 1W-5 15 17[.5 Ro v N 11\ 120 0980 ™07 1020 KO/%
a=b=c=d| x X1 9 x3 T4 x5
10 0.09 | 0.03 | 0.07 @ 0.06 | 0.01 | 0.1
100 0.01 | 0.003 | 0.008 | 0.007 | 0.002 | 0.01
1000 0.00110.00020.0008 0.0008 |0.0002 | 0.001




Wilson — Meixner-Pollaczek

F Wilson Racah

4T3 n,x,a,b,cd n,x,a, B, v,0
Continuous ¥ Continuous

3F2| Dual Hahn / Hahn A Dual Hahn
n’X,a,b,C/ n,X,a,b,C n,X,OL,B,N n,X,}\,, 8,N
Meixner- : :

2F1| pollaczek bl Meixner Krawtchouk
n’&",q)’}\' n,XIOC,B n,X, B,C n,X,p,N

Laguerre Charlier
11 n, x,o n,X,a

2Fo

Hermite




Wilson — Meixner-Pollaczek

e Wilson — Meixner-Pollaczek para valores grandes de a, b, ¢y

d

n

= " cp(x)PS_, (X A), A kmconst

k=0
}k> a~b~c~d

Wn(z? a,b, ¢, d)
(@ + b)n(c+ d)pn!

ol

cp(2)PY (X A) =0 <a”+[



Wilson — Meixner-Pollaczek

S DN/ANEL NN | NN
B v le 15 17].5 20 \\7 Ny S 11\ 120 @980 ™07 1020 Ko 06!
a=b=c=d| uxg x1 9 T3 T4 x5
10 0.02 | 0.06 | 0.08 | 0.06 | 0.001 | 0.1
100 0.007 | 0.004 | 0.008 | 0.007 | 0.001 | 0.01
1000 0.0009 | 0.0003|0.0008 |0.0007 | 0.0002 0.001




Wilson — Continuous Dual Hahn

F Wilson Racah
ar3 1 n x,a,b,cd n,x,o, B, 70
3F>| Dual Hahn Hahn Hahn \ Dual Hahn
n,X,a,b,C n’X,a,b,C n’X’a’B’ nlxl}\’l 89N
Meixner- )
Jacobi i
2F1| pollaczek Meixner Krawtchouk
n,&,q),}\, n,XIOC,B n,X, B,C n,X,p,N
Laguerre Charlier
1F1 n, x,o n,Xx,a
Hermite

2Fo n, X




Wilson — Continuous Dual Hahn

e Wilson — Continuous Dual Hahn para valores grandes de a.
b, cyd

W22 a,b, ¢, d) 2“’: (2) S (X% A, B, C)

B C, X const
(a+b)n(c+ d)pn! A+ B —Fmn—k) cons

k=0

X2 A B k| _
Ck(z)(sn( 4, 5,C) O(@?HM k) a~br~c~d

A+ B)"=k(n — k)!

a=b=c=d=10 a=b=c=d=100 a=b=c=d=1000

\ ANV
v 1o\v5 \5 17].520 \7 g/ 11\ 120 9U75 1‘9&(102\105

D>
—
D

D

o

1
ul = ul



