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1. Meétodos distribucionales

Las técnicas distribucionales son debidas a McClure y Wong, que desarrollan su teoria en 1978, y tienen

su aplicacion en diversos tipos de integrales. Para ver la idea, consideramos el ejemplo de la transformada
de Stieljes [11]:

0, ..
donde, para la funcién f(t) requerimos:
i) localmente integrable en [0, c0)
ii) que tenga un desarrollo en infinito:
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Si sustituimos este desarrollo en la integral, cambiando suma por integral obtenemos
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; t+z Z / t"+at+z L AT

Esta forma de proceder, mirando la expresién anterior, no tiene mucho sentido puesto que las integra-

les fo W no estan definidas. Sin embargo, si procedemos integrando por partes esta integral y

olviddndonos de los términos de contorno, obtenemos las integrales finitas:
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La teoria de distribuciones nos permite formalizar de forma rigurosa la idea anterior.

El punto de partida es ii), que expresa una identidad entre las funciones f(t), t™"=*, y fn(t). Con-
sideramos el espacio de funciones de decrecimiento rapido S y el conjunto de distribuciones temperadas
actuando sobre las funciones ¢ de este espacio. Cada una de las funciones anteriores de la identidad ii)

tiene su distribucién asociada (en negrita):

<fo> = [ fWemd pes,
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donde, hemos definido recursivamente f,, ,(t):

fo(t) =
k+1
T (t) / fog(u (?‘Jr / (u—t)Ffo(u)du, k=0,1,...,n—1.
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Una vez que tenemos las distribuciones asociadas a todas las funciones, el objetivo es encontrar una relacion
entre ellas (similar a ii)). McClure y Wong obtienen esta relacién:
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donde M([f;z] es la transformada de Mellin de f(t), M[f;z] = [, ¢*7' f(t)dt o su extensién analitica.

El siguiente paso es buscar una funcién ¢(t) adecuada que nos permita recuperar nuestra integral de
partida en el primer miembro. Puesto que nuestro objetivo es la transformada de Stieljes, nuestra funcion
serfa 1/(t + z), pero ha de ser una funcién del espacio S por lo que lo resolvemos con una exponencial
decreciente y un pardametro auxiliar n > 0, p(t) = e /(t + z). Ahora la funcién ¢(t) € S, y aplicdndola
a ambos miembros de la relacion anterior tenemos:
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e fyn(t)
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Utilizando el teorema de convergencia dominada y tomando el limite 7 — 0 obtenemos

N-1 N-1
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o t+z sm Z zk+a + kZ:O Skl + Ry (2), (1)
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con el resto dado por
= fan(?)
R = N! =t
N(Z) /0 (t + Z)N'H

En (1) tenemos una aproximacién asintética formal, con dos sucesiones asintéticas {z_k_a} y {z_k_l}.
La cuestién ahora es demostrar que dicha aproximacién es rigurosamente una aproximacion asintética. Para
ello, hay que ver que el resto es del orden correspondiente. En [11] se demuestra que Ry (z) = O(27V~)
cuando z — oo. De hecho, se puede ver que si el resto del desarrollo ii) de la funcién f(t) verifica una cota
|f(t)] < ent™72, cy constante, entonces
TCN 1
sin(ma) |z|Nte’

[Rn(2)] <

Observemos que hemos considerado la hipétesis ii) para el caso 0 < o < 1. Si a = 1 la forma de proceder
es similar aunque algo mas compleja al definir los términos andlogos a la transformada de Mellin en (1).
En este caso, la aproximacion anade también términos logaritmicos en z.

Ejemplos de aplicacién de los métodos distribucionales los tenemos en las transformadas de Laplace o
Fourier cuando el pardmetro de transformacion es pequeno: [~ e * f(t)dt, z — 0 6 [ ™ f(t)dt, © — 0
[13].
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