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1. Introduccién ;Qué es la aproximacion asintotica?

El concepto de aproximacién estd presente en la mayoria de los problemas que aborda
la Matematica Aplicada. El campo que abarca es amplio y variado, presentandose de distintas
formas segiin el objeto matematico que se desee aproximar y el problema que se esté trabajando.
Ademas, debemos disponer de una medida de distancia que nos proporcione una medida de la
bondad de la aproximacién. En cuanto al objeto matematico podemos hablar de aproximacion
de:

puntos en R" por puntos en R" (0 en un espacio de dimensién finita),

funciones por funciones.
Y segun el problema, algunos de los ejemplos que se estudian en aproximacion son:

¢ Resolucién de ecuaciones y sistemas algebraicos tanto lineales como no lineales.

¢ En el problema de aproximacién de funciones, buscamos funciones mas elementales dentro

de un cierto subconjunto, que aproximen a la funciéon de acuerdo con una cierta medida.

¢ La teoria de interpolacion polinémica estudia la aproximacion de funciones en las cuales

se conoce el valor en unos puntos.

¢ Las teorias de derivaciéon e integracion numérica buscan aproximaciones a las derivada e

integral de la funcion.

¢ Las teorias de resolucién numérica de ecuaciones o de sistemas de ecuaciones diferencia-
les, o bien de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, proporcionan métodos de

obtencién de soluciones aproximadas de dichas ecuaciones o sistemas.

¢ Aproximacién de un objeto geométrico.

Para cada problema de aproximacién, existen métodos especificamente adaptados al mis-
mo, pero todos tienen la misma finalidad: “proporcionar un algoritmo que permita construir
una representacion mds simple de la solucién (que es la aproximacién) de acuerdo con unos
determinados criterios”.

Por otra parte, la mayoria de los problemas de la fisica e ingenieria estan definidos mediante
ecuaciones (diferenciales, integrales, en derivadas parciales, etc.) que dependen de unos pardame-

tros: masa, coeficiente de viscosidad, constante de Planck, velocidad de la luz, carga eléctrica,
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etc. De modo que, tanto las soluciones como sus aproximaciones arrastraran la dependencia de
dichos parametros. El problema surge cuando en numerosas situaciones reales, uno o varios de
dichos parametros, que denominaremos parametros asintéticos, toman valores numéricamente
muy alejados del resto: por ejemplo en un problema cinematico, la velocidad de la luz serd muy
superior al resto de velocidades; en ciertos problemas de potenciales centrales, la masa o carga
central es muy superior al resto de masas o cargas; en un fluido poco viscoso, el coeficiente de
viscosidad es muy pequenio en comparacion con el resto de constantes de la dindmica de fluidos.

Por ello seria interesante disponer de soluciones aproximadas a dichos problemas que refle-
jasen bien al comportamiento de la solucién en ciertos limites de los parametros. Ademas estas
soluciones aproximadas deberian tener una expresién funcional sencilla en términos del o de
los parametros asintéticos para poder trabajar posteriormente con ellas. Los métodos numéri-
cos habituales no prestan en principio especial atencion a estos requisitos y se hace necesario
disponer de métodos que proporcionen aproximaciones sencillas en términos de las variables
asintoticas y que sean validas en los correspondientes limites asintoticos: éste es el objeto de la
aproximacion asintotica.

La mayoria de los problemas en fisica e ingenieria en los que aparecen parametros asintéticos
estan formulados mediante ecuaciones diferenciales y en menor medida, ecuaciones integrales.
En cualquier caso, la solucion de muchos problemas diferenciales admite una representacion
integral. Por ello, la teoria de aproximacion asintética se divide en dos campos de trabajo:
la aproximacién asintética de soluciones de ecuaciones diferenciales [5], [7], y la aproximacién
asintotica de integrales [3], [8]. Nuestra investigacién se centra en el segundo de los campos
citados.

El objetivo principal de la aproximacion asintética es “obtener una aproximaciéon a una
funcién de expresion analitica complicada (una representacion integral) en términos de funciones
sencillas valida en un cierto Iimite y en un sentido asintotico”.

De forma rigurosa establecemos la siguiente definicién: sean las funciones F'(z) y ®,(2),
n = 0,1,2,... definidas en un conjunto no acotado del plano complejo €2. La serie formal
dada por Y >°  ®,(z) se denomina aprozimacion asintética de F(z) cuando z — oo en Q, y

escribiremos

Fe)~ Y Bi(e) 2 oo 1)
n=0
si, para cada N > 0, se tiene

F(z) =) ®,(2) + Ry(2),

donde ®,,(2) es una sucesion asintdtica, es decir,

D,11(2) = o(Py(2)), n=0,1,2,..
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y el término del resto es del orden del primer término despreciado:
Ry(z) = O(Pn(2)), 2z— o0 (2)
La definicion anterior tiene dos aspectos interesantes:

= No se exige que la serie sea convergente. De hecho, en la mayoria de los ejemplos intere-

santes, la serie es divergente.

» La sucesi6n asintética no es unica. Sin embargo, fijada una sucesion {¢,(z)}, los coefi-

cientes a,, si son unicos.

Finalmente, anadir que ademés de la obtencion de la aproximacion asintética, un segundo

objetivo es, como en cualquier método de aproximacion, obtener cotas para el término del error

RN(Z)

2. Aproximacion asintética de integrales

El objetivo es obtener aproximaciones asintoticas de integrales. Esta teoria nos va a permitir
obtener informacién analitica y numérica sobre la solucién de problemas especialmente com-
plicados en matematica aplicada, ingenieria, fisica y otras ciencias que precisan de un modelo
matematico para describir el problema cientifico. Esta teoria nos permite por ejemplo obtener

la formula de Stirling para el factorial,

| 1
L e "2 |14 — + —— + .. 3
e Wn{+12n+288n+ ] e (3)

asi como aproximar la funcién de Bessel en términos de funciones circulares,

y la aproximacién para armonicos,

1+1+1+ +1 1 (5)
— — — ~ loogn n —
2 3 n g Y OO?

o en general, dar sentido a desarrollos formales del tipo

[e.e]

oo ,—xt _1 n |
[(;c)z/O ‘ dtNZ%, x> 0. (6)
n=0

141

Esta serie es divergente y por tanto no puede ser igual a la integral de partida, que es finita.

Pero por ejemplo, tenemos que 1(10) = 0.09156... y la suma de los 4 primeros términos de la
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Figura 1: La funcién y su aproximacion asintética hasta el cuarto sumando

serie anterior para x = 10 es 0.09140..., luego aproxima al valor exacto de la integral con un
error del orden del 0.1 %.
En general, el problema que se plantea es encontrar una aproximacién del tipo (1) de una

funcién compleja f(z) definida mediante una integral

donde
h(w): T — C, g(w,z): T x{C \ B(0,ry)} — C

con ro > 0, verifican que h(w)g(w, z) es integrable a lo largo del camino I' para |z| > 7o ([8],
cap.l).

El ejemplo (6) responde a esta situacién con z = z, f(2) = I(z), T’ = [0,00), h(t) = e,
g(t,x) = (L+t/x)™", an = (=1)"nly ¢n(z) = 277",

Para comprender la utilidad del desarrollo formal efectuado en (6) y darle un sentido riguroso

(asintético), debemos todavia comprobar si se verifica (2). Con las siguientes cuentas,

R [e%¢} efxt d N-1 (_1)nn| o) 1 N-1 1 td
0o tNefmt ] N!
= (-1)¥ dt = |R < tNe ™ dt =
A Ralo)l < [ #eta = o

vemos que efectivamente se cumple (2).

Otro ejemplo interesante, es la aproximacion asintética de la funcién de Airy:

. \/E 3/9_ s
Ai(z) = 2= [ e”/Pv3d A <3
)= 22 e, Ao < 5,
con L cualquiera de los caminos como L; (figura (2)) que comienza en infinito en el sector

—m/2 < Argw < —7/6 y termina en infinito en el sector 7/6 < Argw < 7/2.
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Figura 2: Caminos de integracion en la definicién de la funcién de Airy

La necesidad de obtener aproximaciones asintoticas de integrales mas sofisticadas que la del
ejemplo anterior, como son representaciones integrales de funciones especiales (distribuciones
estadisticas o polinomios ortogonales clasicos en particular); transformadas de Fourier, Lapla-
ce, Hilbert,... en problemas de fisica o ingenieria; representaciones integrales de problemas de
contorno; etc..., ha dado lugar al estudio de métodos de aproximacién asintética con los que
obtener de forma mas o menos sistematica, aproximaciones asintéticas de estas integrales.

No existe ni mucho menos un método general de desarrollo asintético de integrales.
Podriamos hablar de técnicas asintéticas diferentes para diferentes familias de integrales. Sin
embargo, atendiendo a su desarrollo histérico se puede establecer una clasificacion motivada
por los distintos problemas que han ido surgiendo con la aparicién de nuevos tipos de integrales
de aproximacion asintotica desconocida.

Las primeras técnicas asintoticas que corresponden a los métodos clasicos, se desarrollaron
para obtener aproximaciones de las funciones especiales de la fisica matematica. Posteriormen-
te, los métodos uniformes aparecieron al tratar problemas en los que la existencia de mas de
un parametro asintético invalidaba los desarrollos clasicos anteriores, como por ejemplo en pro-
blemas de perturbacion singular. Los métodos distribucionales y de sumabilidad han aparecido
para aproximar ciertas familias de transformadas integrales de convergencia lenta para las que
los métodos anteriores no proporcionaban una respuesta satisfactoria. Recientemente, los méto-
dos como Continuacion Analitica, buscan unificar todos los métodos, una soluciéon universal al

problema de aproximacion asintotica de integrales.
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