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1.1 Introduccion al Calculo Numérico.

1 El Analisis Numérico.

El Analisis Numérico es la parte de las Matematicas que se encarga de disenar
métodos para aproximar de forma eficiente las soluciones de problemas expresados
matematicamente; su objetivo no es sélo garantizar la existencia de solucion de un
problema concreto, sino también obtenerla mediante algin proceso constructivo.

Un método constructivo es un conjunto de instrucciones conducentes a calcular
la solucion de un problema, bien en un niimero finito de pasos o bien en un niimero
infinito mediante un proceso de paso al limite.

Sin embargo, lo correcto seria que el método constructivo proporcionara la solucion
del problema en una forma eficiente. Para enterder esto, piénsese en el calculo de
un determinante de orden n definido como suma de n! sumandos cada uno de los
cuales es producto de un elemento de cada fila y columna. Este calculo requiere
n! — 1 sumas y n — 1 multiplicaciones. En un ordenador que hiciera cada operacién
aritmética elemental en 15 * 1075 segundos se tendrfa el siguiente cuadro:

n ‘ NUM.OPEraciones ‘ tiempo

5 480 7% 1073 sequndos
10 3% 107 8 minutos

20 4.5 % 10" 21 * 10% anos

Por lo tanto, exigiremos que los métodos constructivos puedan ser implementados
de manera razonable en el ordenador lo que definird un método numérico.

La forma practica en que un método es introducido en el ordenador es un algoritmo.
Mas concretamente, un algoritmo es una secuencia de operaciones aritméticas y
l6gicas que produce la aproximacion a la soluciéon de un problema con una tolerancia
o precision prefijada en un nimero finito de pasos.

Para medir la aproximacién mencionada es usual utilizar las notaciones O(n) y o(n)
siguientes. Dadas dos sucesiones reales {x,} y {z,} se dice que z,, = O(z,) (“O
grande”), si existe una constante positiva C' tal que ||x,|| < C||z,||. Por el contrario,
se dice que x,, =0(z,) (“o pequena”), si lim ||z,||/||z.|| = 0.

Por ejemplo, en el primer caso, si {z,} es sucesiéon convergente a 0, también {z,}
lo serd; en el segundo caso, si {z,} es un infinitésimo, {z,} también lo es pero de
orden menor, y si {x,} es un infinito {z,} también pero orden mayor.
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1.1 Convergencia

Una cuestiéon esencial es establecer la convergencia de la soluciéon producida por el
algoritmo (solucién numérica) a la solucién exacta del problema, y también analizar
la velocidad de convergencia a dicha solucién.

Veamos un ejemplo para entender estos dos conceptos. Supdngase que se desea
encontrar una raiz de la ecuacién 22 —a = 0 mediante el método de Newton-Raphson:

dado xg

Mediante este algoritmo, a partir del valor inicial x(, se construye la sucesion x,,.
Aplicando la definicion, esta sucesion sera convergente si se puede elegir un ng de
forma que z, sea tan cercano a y/a como se quiera para cualquier n > ny. Esa
cercania se puede escribir en la forma:

Tn

— =1+e¢,

Vva
y el problema consiste en probar que al crecer n disminuye €,. En efecto, a partir
del algoritmo de Newton-Raphson:

1 a
Ty = = (Tp_1 +
2 ( ! xn—l)
y sustituyendo resulta:
1 ey
€n = =
21+ €n—1
es decir,
- 1
€n < = €p_
5 n-1

Por lo tanto, el error, €,, disminuye al aumentar n

Observemos que
|70 — Val
|Tn-1 — Val?

lo que da una idea de la velocidad de convergencia hacia la solucion.

< cte

1.2 Estabilidad

Otra propiedad que debiera poseer un algoritmo es la estabilidad, que en palabras
llanas significa que pequenos cambios en los datos iniciales producen pequenas varia-
ciones en los resultados finales. Veamos un ejemplo que aclara este concepto.

Se trata de calcular la integral siguiente:

L x
1:/ d
10 oa—}—xm
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pero teniendo en cuenta que:

= r=——al,

In_/lx"_l(a:—i-a—a)d 1
0 a+x n

se puede calcular mediante el algoritmo:

1+a

[gzln

[n = _aIn—l
n

Por ejemplo, si a = 10, Iy = 0.095310180.... Sin embargo, este niimero no se puede
introducir en el ordenador de manera exacta, es preciso cometer algin error €, con

lo que se tiene:

_ - 1 _
Iy=Lh+e=1,=——al,_;

3

y si el error en la n-ésima aproximacién es: e, = I,, — I, resulta:
n n n
en=—ae,_1=(—a)"ey=(—a)"¢ = (—10)" ¢

Como se observa, en cada iteracion el error inicial se multiplica por 10, de modo
que el valor calculado, I,g, si se han tomado 9 cifras decimales para Iy, no tendra
ninguna cifra decimal correcta.

Este es un ejemplo claro de inestabilidad numérica.

1.3 Fuentes de error

Es evidente que para poder asegurar la precisién y la fiabilidad de los resultados
numéricos es preciso analizar el origen de los errores que aparecen.

Aparte de los errores debidos a las simplificaciones inherentes al modelo matematico
del problema fisico, estan los errores del método numérico que deben ser tenidos en
cuenta, estos son:

e errores de iniciacién
e errores de representacion de los nimeros

e crrores de discretizacion

Los primeros son debidos tanto a la representacion de los niimeros, como a que en
muchas ocasiones son obtenidos experimentalmente; los tltimos son debidos a las
simplificaciones que requiere el problema para ser implementado en un ordenador;
en general, no se obtendra la solucion exacta, sino una aproximacion.
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2 Representacion de los nimeros en el ordenador

Para introducir los niimeros en un ordenador digital se considera su representacion
en alguna base adecuada, la mas habitual es la base 2; las cifras (digitos) en base 2
se denominan bits (“binary digits”).

Para representar los nimeros enteros en la denominada simple precision se utilizan
dos bytes o palabras, es decir, 2 bloques de 8 bits; para las doble precision se utilizan
4 bytes; en ambos casos el primer bit se reserva para el signo. En consecuencia,
los nimeros enteros mas grande y mas pequeno representables en simple precision

seran:
Tarar = (011111111111 1111)5 =

1+24+224 .. 4214 =21 — 1= (32767)19
Tppin = (111111111111 1111)y = —32767 = 216 — 1

Debido a las propiedades de las potencias de 2, en algunos ordenadores los niimeros
negativos se representan como el complemento a 2, es decir,

—r —x+2— 216

Cuando se utiliza esta opcién, primero se determina el valor decimal como si los 16
bits expresaran un niimero positivo; si este es menor que 2'° = 32768, se le interpreta
como positivo; caso contrario, se transforma en un nimero negativo restdandole 2.
Por ejemplo,

— Tt — 2 — 142 =216 = 32768 + 1 — 65536 = —32767 = Tyin

La representacion binaria del complemento a dos de un ntimero entero se obtiene
facilmente, basta restar la representacién binaria de su valor absoluto de 2'¢. Por
ejemplo, la representacién binaria del ntimero 12 es

0000 00000000 1100

por lo que la representacién binaria del nimero -12 sera

10000 0000 0000 0000
— 0000 0000 0000 1100
111111111111 0100

Esta representacién de los nimeros enteros negativos simplifica y agiliza la adicion
y sustraccién de enteros. Por ejemplo, 12 - 21 es construido en la forma siguiente:

000000000000 1100
—0000 00000001 0101
111111111111 0111

que evidentemente es la representacion binaria de -9 en complemento a 2, es decir,

1 0000 0000 0000 0000
— 0000 0000 0000 1001
1111111111110111
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Los niimeros reales se pueden representar de dos formas: punto fijo y punto
flotante.

En punto fijo se considera un numero fijo de decimales; es decir, si los niimeros se
representan mediante n digitos, de ellos se toma d < n para las cifras decimales.
Por ejemplo, si se considera la base decimal y n =6 y d = 5, el mayor niimero que
podra representarse es 9.99999 y el menor sera 0.00001.

La representacion en punto flotante se corresponde con la notacién cientifica nor-
malizada, por ejemplo,
732.5051 = 0.7325051 * 10°

Representacion en punto flotante significa que el nimero de digitos usado para rep-
resentar el nimero es fijo, asi, si se utilizan 6 digitos, 2 de los cuales se reservan para
el exponente, el nimero anterior se puede escribir como

0.7325 % 10%3

En contraposicion a la representacion anterior, ahora, el niimero mayor respre-
sentable en punto flotante serd el 0.9999 * 10, mientras que el ndmero menor
representable en punto flotante serd el 0.0001 * 107,

Como se observa, se ha perdido precisién en la representacion en punto flotante
) )
pero se ha ganado en el espectro de ntimeros representables.

En una base de numeracién cualquiera, 3, un nimero en punto flotante se represen-
tard en la formas:

+qp°

Esta representacién se suele considerar normalizada en el sentido de que
g <g<1

Al nimero ¢ se le denomina mantisa o fraccion y al e caracteristica o expo-
nente.

Las bases de numeracién més frecuentemente utilizadas son: § = 2 (binaria), § =8
(octal) y B = 16 (hexadecimal), aunque los nimeros son mostrados al usuario en
base decimal.

La mayoria de las maquinas usan la base binaria. Para almacenar un ntimero en
esta forma, se requiere guardar el signo, la mantisa y la caracteristica, y para ello
se reserva en la memoria una palabra. Segin el estadar del Institute of Electrical
and Electronic Engineers (IEEE), en simple precisién, una palabra esté constituida
por 4 bytes, es decir, 32 bits, de los cuales el bit 1 se reserva para el signo de la
mantisa, los 8 siguientes para el exponente y los 23 restantes para la mantisa. Como
el primer bit de la mantisa ¢ debe ser forzosamente 1, este no se almacena, con lo
que se pueden almacenar los 23 bits siguientes y la mantisa queda definida con 24
bits. El exponente queda definido por 7 bits (uno para el signo), por lo que el mayor
exponente representable es:

(1111111) = 27 — 1 = 127;
de esta forma el niimero mayor representable sera del orden de

2127 ~ 1058
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y su precision, ya que para q sélo hay 24 bits, sera
272~ 1077,

es decir, un poco menor que la séptima cifra decimal. Habra limitaciones: overflow,
si el exponente resulta demasiado grande, underflow, si el exponente es demasiado
pequeno.

Otro aspecto a considerar es el siguiente: Obsérvese que nimeros reales sencillos no
se pueden representar de forma exacta en maquina. Por ejemplo, ;ctial es el niimero
de maquina que representa al nimero x = 2/3?. Para ello, primero se transforma
2/3 a base binaria siguiendo, por ejemplo, el proceso siguiente:
2

g - (O.blbzbg...)g
Multiplicando por 2 resulta:

1

1+ g = (bl.bgbg..)g — b =1

Restando la parte entera y repitiendo el proceso se llega a que

2

3= (0.10101010...)2

Los dos nimeros de maquina mas proximos con 24 bits seran:

' =(0.10101010...10),
" =(0.10101010...11),

El error cometido en ambos casos sera:

2
r—1x = (0.10101010...)9 x 2724 = 3* 224

2 1
SL‘”—J? — (l’”—l‘,) —(.’17—13/) :2—24_ _*2—24: _*2—24
3 3
En consecuencia, debe tomarse z” como valor de maquina en punto flotante; este
valor se representa por fl(z) y el error anterior se denomina error de redondeo.

Por lo tanto, el error de redondeo absoluto sera:
1
|fl(x) —z| = 3 2~

mientras que el error de redondeo relativo sera:

1 —24
fl(z) x| _ 3*?
2] 2

3

_ 2—25 < 2—24

Es importante conocer que al trabajar con punto flotante las operaciones aritméticas
elementales (sumas, restas, multiplicaciones y divisiones), que se pueden representar
genericamente por ©, verifican la siguiente propiedad:

fllzoy) =(zoy) (1+0), |6 <e
siendo € el cero de la mdquina (menor nimero de méquina positivo).

También hay que saber que, debido a la representacion de los niimeros en la maquina,
las operaciones con ntmeros en punto flotante no siguen siempre las reglas tipicas
de la aritmética real (propiedades asociativa, distributiva, etc.)
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3 Eleccion de un algoritmo

A la hora de elegir un algoritmo entre varios para resolver cierto problema es pre-
ciso tener en cuenta, ademas de las caracteristicas tedricas de los mismos, algunas
consideraciones de tipo practico, como son:

e facilidad de implementacion
e precision buscada

e coste computacional (medido, por ejemplo, en el nimero de operaciones ar-
itméticas y 16gicas requeridas)

e necesidad de almacenamiento (cantidad de memoria requerida)

e cficiencia

3.1 Ciriterios de parada

Desde luego, antes de poner en funcionamiento un algoritmo (no debe olvidarse que
construye una sucesiéon de soluciones aproximadas de la solucién exacta) es nece-
sario establecer un criterio de parada. Por ejemplo, se puede establecer el nimero
maximo de iteraciones o repeticiones del algoritmo; esto sera oportuno si no se
conoce la convergencia del algoritmo o la velocidad de convergencia. Si se sabe que
el algoritmo es convergente, se puede definir una tolerancia y exigir que bien el
error absoluto o el error relativo no la superen. Algunos otros criterios se pueden
utilizar para algoritmos concretos.
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